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Notations 11
Notations

B(z,r) ...... Boule de centre z et de rayon 7.

B(r) ........ Boule de centre 0 et de rayon 7.

D(z,r, R) Disque de centre x, de rayon intérieur r et de rayon extérieur R :
D(z,r, R) := Bz, R)\B(z,)

D(r,R) ..... Disque de centre 0, de rayon intérieur r et de rayon extérieur R :
D(r, R) := B(R)\B(r)

x(.; o, u) Solution, considérée en tant que fonction du temps, du systéme
différentiel commandé avec z, comme condition initiale & ¢ = 0 et
la fonction v comme commande. u peut étre une fonction du temps
ou un retour d’état.

x(t; xo, u) Valeur a l'instant ¢ de x(.; zg, u).

Solution, considérée en tant que fonction du temps, du systéme
différentiel commandé avec o comme condition initiale & ¢ = ¢y et
la fonction v comme commande. u peut étre une fonction du temps
ou un retour d’état.

Valeur a Uinstant ¢ de z(.; zg, to, u).

Solution, considérée en tant que fonction du temps, du systéme
différentiel autonome avec xy comme condition initiale & ¢ = 0.

Valeur a l'instant ¢ de z(.; zp).

Sortie, considérée comme fonction du temps, du systéme différentiel
commandé avec zy comme condition initiale & £ = 0 et la fonction
© comme commande.

Valeur a l'instant ¢ de y(.; o, u).

Classe des fonctions continues et strictement croissantes f : Rt —
R* telles que f(0) = 0 [Hahn, 1967].

Classe des fonctions continues et strictement croissantes f : Rt —
R* telles que f(0) =0 et 7ﬂli}r{.lo f(r) = oo [Hahn, 1967].

Ensemble des fonctions essentiellement bornées sur S C R* dans
un espace métrique FE.

Ensemble des fonctions essentiellement bornées sur tout intervalle
[a,b] de RT & valeurs un espace métrique E.

Ensemble des fonctions n fois continiment différentiables.

1™ composante du vecteur z.
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Introduction générale

La conception de retours d’état stabilisant les systémes non linéaires, et par conséquent
I’étude de leur stabilisabilité est un des principaux axes de recherche en automatique non
linéaire. Parmi les différentes méthodes permettant sous certaines conditions d’aboutir &
la stabilisation d’un systéme non linéaire, on peut citer les méthodes géométriques, les
techniques basées sur les fonctions de Lyapounov ou encore I’horizon fuyant. C’est dans ce
dernier axe que se situe la premiére et principale partie de ce mémoire. L’horizon fuyant
est une technique consistant a générer une commande en boucle ouverte et a 'appliquer
au systéme pendant un instant d¢ pour ensuite recommencer ainsi de suite. Si dt est infi-
nitésimal, on se trouve dans le schéma temps continu classique et cette méthode aboutit
a un retour d’état classique u(x); sinon, on se trouve dans le schéma continu discret. La
stabilité de ce principe peut étre garantie par un choix de la commande en boucle ou-
verte. Par exemple, dans le cas de la commande optimale, la commande en boucle ouverte
choisie est celle qui minimise une fonction coit définie, soit sur un horizon infini, soit sur
un horizon fini avec, dans ce cas, une contrainte finale sur I’état pour pouvoir garantir la
stabilité systéme bouclé.

C’est ce principe d’horizon fuyant que nous nous sommes attachés a utiliser afin d’ana-
lyser les apports d’une telle approche en non linéaire.

Dans le premier chapitre, nous rappellerons les différents concepts classiquement uti-
lisés dans les problémes de stabilisation des systémes non linéaires. En particulier, pour
les systémes autonomes, nous exposons la notion de stabilité au sens de Lyapounov ainsi
que toutes les méthodes attenantes. Nous présentons également, pour les systémes com-
mandés, les notions touchant a la commandabilité et la stabilisabilité. Ces différentes
définitions sont ensuite largement utilisées dans la suite de ce mémoire.

Le second chapitre est consacré au probléme de stabilisation des systémes non li-
néaires fait appel a techniques classiques en commande optimale a savoir les équations
d’Hamilton-Jacobi-Bellman. Ce travail est issu d’une réflexion portant sur la relaxation de
la contrainte finale d’égalité habituellement nécessaire dans les schémas horizon fuyant afin
de garantir la stabilité du systéme bouclé. Le remplacement de cette contrainte d’égalité
par une contrainte d’inégalité moins restrictive aboutit naturellement & un retour d’état
dynamique discontinu. Ce retour d’état s’apparente & une généralisation des modes glis-
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sants a savoir qu’il est défini comme un retour d’état statique sur une partie de I'espace
d’état et par un retour d’état dynamique sur l'autre partie de cet espace. Il rentre dans le
cadre des méthodes permettant de stabiliser les systémes ne vérifiant pas les conditions
dites de Brockett pour lesquels les retours d’états statiques réguliers ne suffisent pas.

Ces conditions, appelées conditions de Brockett, sont tout d’abord exposées et illus-
trées par des exemples. Nous passons ensuite en revue les différentes méthodes, proposées
dans la littérature, pour stabiliser ces systémes délicats. Enfin, nous présentons notre
contribution a cet axe de recherche. En se basant sur une équation d'Hamilton-Jacobi-
Bellman avec une contrainte finale d’inégalité, nous construisons un retour d’état dyna-
mique et discontinu qui stabilise asymptotiquement les systémes non linéaires affines en la
commande. Des simulations, réalisées sur des exemples non linéaires, dont un ne vérifiant
pas les conditions de Brockett, illustrent 1’efficacité de ’approche proposée.

Le troisiéme chapitre porte sur la relation commandabilité/stabilisabilité et donc sur
le lien entre trajectoires en boucle ouverte/boucle fermée. Ce sujet de réflexion est naturel
avec ’horizon fuyant dans la mesure ou cette méthode fait intervenir la boucle ouverte
directement dans la conception du retour d’état. Le premier paragraphe traite d'une
question de théorie des systémes résolue en linéaire mais encore ouverte et d’actualité
en non linéaire, a savoir l'existence d’une éventuelle équivalence entre stabilisabilité et
controlabilité asymptotique. Aprés présentation des travaux de Clarke et al. [1997] basés
sur une approche de type Lyapounov et parus simultanément & notre recherche, nous
montrons, par un schéma de type horizon fuyant, qu’il est possible & partir d’une simple
hypothése de controlabilité asymptotique de construire un retour d’état continu-discret
qui stabilise asymptotiquement le systéme non linéaire. Le résultat obtenu généralise celui
obtenu par Clarke et al. [1997].

Ensuite, poursuivant cette étude sur la relation entre la boucle ouverte et la boucle
fermée, nous mettons en évidence des conditions suffisantes sur les trajectoires en boucle
ouverte permettant au résultat précédent de rester valide en temps continu. On peut ainsi
aboutir trés simplement, mais sous certaines conditions structurelles fortes, & un retour
d’état stabilisant. En se basant sur ces conditions, nous construisons un retour d’état
stabilisant pour un réacteur exothermique contintiment agité. Nous terminons ce chapitre
par une version numérique de la méthode précédente. Nous nous limitons a une classe
de systémes non linéaires présentant une certaine structure triangulaire, pour lesquels
I'implémentation de la méthode est numériquement peu cotiteuse en comparaison des
autres méthodes basées sur I’horizon fuyant. Cette classe contient entre autres les systémes
différentiellement plats et les systémes chainés. De nombreux exemples sont présentés et
notamment le controle de I'attitude d’un satellite & deux moteurs, probléme réputé pour
étre délicat.

La seconde partie de notre travail porte sur le probléme de I'observation des systémes
non linéaires. Ce probléme est bien souvent un préliminaire a la stabilisation par retour
d’état car ce dernier n’est pas toujours disponible; il est donc nécessaire de le recons-
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truire. Notre contribution a consisté a étudier le cas des systémes dont une partie de
I’état est donné en fonction de 'autre partie sous forme d’une relation implicite. Ce pro-
bléme est en fait un probléme d’observation d’un systéme non linéaire sur une variété.
Hormis les observateurs optimaux, il n’existe pas réellement de solution pour ce genre de
systémes. En effet, comme nous allons le voir avec 1’observateur a grand gain, les obser-
vateurs classiques, concus pour observer des systémes évoluant sur une variété, sont en
pratique sensibles aux erreurs d’initialisation et de modéle. Nous avons, afin de remédier
a cet inconvénient, généralisé I’'observateur a grand gain de telle sorte a rendre la variété
localement exponentiellement attractive pour 'estimée de 1’état.

Les chapitres 1.2, 1.3, et II.1 constituant les contributions apportées a 'automatique
non linéaire ont été rédigées de telle sorte qu’ils puissent étre lus de maniére indépendante.
Il y est seulement fait référence a des définitions classiques rappelées dans le chapitre 1.1.
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Chapitre 1

Eléments théoriques préliminaires

1.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de définir clairement les notions de stabilité, controlabilité
et de stabilisabilité utilisées par la suite. Nous verrons tout d’abord les concepts fonda-
mentaux de stabilité des systémes différentiels autonomes et les outils qui s’y rattachent
(fonctions de Lyapounov). Nous exposerons ensuite les notions de controlabilité et de
stabilisabilité.

1.2 Stabilité et méthodes associées

1.2.1 Concepts de stabilité
On considére les systémes non-linéaires décrits par ’équation différentielle suivante :
&= f(x) avec f(xg)=0 (1.2.1)

ou x € R" est 'état du systéme et xy un point d’équilibre. Nous supposerons, dans un
premier temps, que I’équation (1.2.1) admet une solution unique pour toute condition
initiale donnée. En effet, bien plus qu'une éventuelle discontinuité (qui poserait éventuel-
lement un probléme d’existence d’une solution et de sa définition), c’est la multiplicité
des solutions qui impose quelques notions supplémentaires que nous verrons par la suite.

Pour tout € > 0 et € R”, on note B(x,¢) la boule de centre = et de rayon «.

1.2.1.1 Cas des systémes a solution unique

Définition 1.2.1 (attractivité). Le point d’équilibre z, est dit localement attractif
(resp. globalement attractif) s’il existe r > 0 tel que pour toute condition initiale dans
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B(xzo,7) (resp. pour toute condition initiale dans R™), la trajectoire du systéme (1.2.1)
tend vers xo quand le temps tend vers l'infini.

Définition 1.2.2 (stabilité). Le point d’équilibre x, est dit stable au sens de Lya-
pounov si pour tout R > 0, il existe r > 0 tel que pour toute condition initiale dans
B(zo,7), la trajectoire du systéme (1.2.1) reste dans B(xg, R), pour tout t > 0.

Les travaux de Hahn [1967] ont montré que ces deux notions étaient indépendantes.

Définition 1.2.3 (stabilité asymptotique). Le point d’équilibre xo est localement
asymptotiquement stable (resp. globalement asymptotiquement stable) si

— xg est localement attractif (resp. globalement attractif)

— xo est un point d’équilibre stable au sens de Lyapounov

Le cas des systémes temps-variants impose l'introduction de la notion de stabilité
uniforme (par rapport au temps) que nous ne développerons pas ici.

On introduit également la notion de stabilité asymptotique forte :

Définition 1.2.4 (stabilité asymptotique forte). Le point d’équilibre xy est locale-
ment (resp. globalement) fortement asymptotiquement stable si pour tout R > r > 0,
il existe des fonctions M(R), T(R,r) telles que

— (stabilité) limg_,o M(R) =0
pour toute condition initiale vo € B(R), on a

— (trajectoire bornée) Vt > 0, xz(t; o) € B(M(R))

— (attractivité) Yt > T(R,r), x(t;xy) € B(r)

Cette notion est parfois également appelée stabilité équi-asymptotique. Cette définition
a 'avantage de garantir, pour toute condition initiale dans un boule, une borne aux

excursions de la trajectoire ne dépendant que du diamétre de cette boule. Elle impose a
la convergence de la trajectoire d’étre uniforme par rapport & la condition initiale.

1.2.1.2 Cas des systémes a solutions multiples

Dans le cas o (1.2.1) admet plusieurs solutions, le systéme est dit attractif (similaire-
ment stable ou asymptotiquement stable) si chacune des solutions du systéme vérifie
la définition précédente correspondante. Cependant, I'uniformité de la stabilité par rap-
port aux solutions est souvent recherchée et les notions suivantes de stabilité uniforme
et de stabilité asymptotique uniforme ont été introduites.

Définition 1.2.5 (stabilité uniforme). Le point d’équilibre xy est dit uniformément
stable si pour tout R > 0, il existe r > 0 tel que pour toute condition initiale dans B(xq,r),
toutes les trajectoires du systéme (1.2.1) qui partent de xq restent pour tout t > 0 dans

B(l‘o,R).

Définition 1.2.6 (stabilité asymptotique uniforme). Le point d’équilibre xy est dit
uniformément asymptotiquement stable si il est attractif et uniformément stable.
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1.2.2 Meéthode directe de Lyapounov

Nous développons ici la méthode directe de Lyapounov basée sur les fonctions de
Lyapounov. Nous supposerons désormais que zy = 0.

1.2.2.1 Fonction de Lyapounov

Définition 1.2.7 (fonction de Lyapounov locale). Une fonction de Lyapounov
locale pour le systéme (1.2.1) est une fonction continue V : X — R (o0 X est un
ouvert de R™) pour laquelle il existe un voisinage O C R™ de l'origine tel que :

1. V est propre en 0 :
V. i={x e X, V(z) <e} est un compact de O pour ¢ suffisamment petit.
2. 'V est définie positive sur O :
V(0)=0etV(z)>0pourzeO,z#0

3. V' décroit le long de la trajectoire :
pour tout x # 0 dans O, il existe tpa tel que, si x(t;x) dénote la trajectoire
du systéeme (1.2.1) a Uinstant t ayant x pour condition initiale & l'instant 0,
V(z(t;x)) < V(z) pour tout t € [0, tma] €t V(2(tmas; x)) < V(2).
Remarque 1.2.1. Dans le cas ou O = R", la propriété "V est propre” peut étre rem-
placée par la propriété équivalente "lim;o V' (2) = 00". On dit alors que V est radia-
lement non bornée.

L’expression en terme de décroissance de la fonction de Lyapounov est certes trés
générale, mais fréquemment inutilisable, car il est le plus souvent impossible de prouver
cette décroissance sans avoir recours a la dérivée de V. On utilise donc généralement la
définition suivante légérement différente des fonctions de Lyapounov :

Remarque 1.2.2. Lorsque V' est continiiment différentiable, on utilise en lieu et place
du troisiéme point de la définition 1.2.7 :

3. bis. pour tout x # 0 dans O, on a : LV (x) <0 (ou LV (x) est la dérivée de
Lie de V dans la direction du champ f, c.a.d. LyV (z) == 2 f(z)).

Pour les systémes dont le champ f est au moins continu, ces deux définitions sont,
dans la pratique, équivalentes. En effet, les travaux de Massera [1949, 1956 et de Kurzweil
[1963] sur les théorémes inverses de Lyapounov (présentés par la suite) permettent de
montrer dans ce cas que, si le systéme admet une fonction de Lyapounov au sens de
la définition 1.2.7, alors il admet une fonction de Lyapounov continiment différentiable
vérifiant 3. bis.

Par contre, dans le cas des champs discontinus, il peut exister des systémes admettant une
fonction de Lyapounov au sens de la définition 1.2.7 mais n’admettant pas de fonction de
Lyapounov différentiable.
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Définition 1.2.8 (fonction de Lyapounov globale). Une fonction de Lyapounov
est globale si V' est globalement propre (c.a.d. V. est un compact pour tout €) et les deuz
derniéres propriétés de la définition 1.2.7 sont vérifiees avec O = R™.

1.2.2.2 Meéthode directe de Lyapounov

Le théoréeme qui suit est fondamental dans I’étude de la stabilité des systémes non
linéaires. Il reste vrai, que le champ soit continu ou non, car sa preuve est basée sur
'inclusion successive des sphéres de Lyapounov (c.a.d. V., C V., si g1 < &3).

Théoréme 1.2.1 (méthode directe de Lyapounov). Si le systéeme (1.2.1) admet
une fonction de Lyapounov locale (resp. globale), alors il est asymptotiquement locale-
ment (resp. globalement) stable.

S, dans le troisieme point de la définition 1.2.7, ['inégalité vérifiée par la fonction de Lya-
pounov locale (resp. globale) est simple, alors le systéme est seulement localement (resp.
globalement) stable.

1.2.3 Théoréme(s) inverse(s)

La question est la suivante : un systéme localement asymptotiquement stable admet-il
une fonction de Lyapounov locale? Le premier résultat sur ce probléme est di & Massera
[1956] et concerne les systémes dont le champ est au moins C'. Le résultat a ensuite été
généralisé par Kurzweil [1963] au cas C°.

Théoréme 1.2.2. Tout systéme de classe au moins C° localement (resp. globalement)
asymptotiquement stable admet une fonction de Lyapounov locale dans le sens de la défi-
nition 1.2.7.

On notera que 'unicité de la solution du systéme différentiel n’est pas requise.

La généralisation du théoréme précédent aux systéemes, dont le champ est discontinu,
est un sujet important. Tout dépend en fait de la nature de f. Si f est discontinu mais
que 'existence et I'unicité de la solution sont garanties, alors tout point d’équilibre stable
admet une fonction de Lyapounov qui est en général discontinue [Zubov, 1957; Roxin,
1965; Bacciotti et Rosier, 1998]. Bacciotti et Rosier [1998] ont obtenu une condition né-
cessaire et suffisante pour qu’un systéme discontinu du méme type que précédemment ait
une fonction de Lyapounov continue. Les conditions nécessaires et suffisantes obtenues
s’apparentent a la stabilité forte 1.2.4.

1.3 Concepts de controlabilité et de stabilisabilité

On s’intéresse maintenant a un systéme de la forme :

&= f(z,u) (1.3.1)
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ou x € R est I'état du systéme, u € R” la commande. On suppose que xy est un point
d’équilibre du systéme, c’est a dire que f(zo,0) = 0. On suppose pour le moment que
tout probléme a valeurs initiales, basé sur I’équation (1.3.1) admet une solution unique.

Le concept de controlabilité concerne le systéme (1.3.1) en boucle ouverte. On considére
donc des commandes sous forme de fonctions du temps u(t). Celui de stabilisabilité par
contre concerne 'existence de commandes en boucle fermée c’est a dire dépendantes de
I'état du systéme et éventuellement du temps, ou/et d’états additionnels.

1.3.1 Controlabilité

La définition de la controlabilité que I’on trouve habituellement [Hermann et Krener,

1977; Sontag, 1998| est basée sur la notion d’atteignabilité (parfois mentionnée comme
controlabilité faible)
Définition 1.3.1 (atteignabilité). Pour tout sous ensemble U de R" et x; de U, on
définit Ay (x;) 'ensemble des points U-accessibles en temps t; depuis x;, c’est a dire,
l’ensemble des points x de R" pour lesquels il existe une commande bornée et mesurable
u, définie sur un intervalle de temps [0,tf] telle que la solution (considérée comme une
fonction du temps) t — x(t; x;, uy) du probléme

{ f (@, ua(t))
z(0; 2, uy) =0
vérifie :

{ z(tp;xiyug) =

Vt € [0,t5], x(t;zi,ug) €U

Si U =R", on parle simplement d’atteignabilité et on note A(x;).

On définit alors
Définition 1.3.2 (controélabilité en un point). Le systéme (1.3.1) est dit contro-
lable en x; si A(x;) = R".
Définition 1.3.3 (controélabilité). Le systéme est dit contrélable si pour tout x; € R",
on a A(z;) = R".
Définition 1.3.4 (controélabilité locale en un point). Le systeme (1.3.1) est dit lo-

calement contrélable en x; si pour tout voisinage V de x;, Ay(x;) est également un
voisinage de x;

Définition 1.3.5 (controélabilité locale). Le systéme (1.3.1) est dit localement
contrélable si il est localement contrélable en tout point de R™.

Ces définitions ont l’avantage de pouvoir se traduire dans le cas ou le champ est
analytique par une condition géométrique dite condition de rang, analogue a celle que
I’on peut obtenir dans le cas des systémes linéaires. Ces questions sont abondamment
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développées dans les ouvrages traitant des aspects géométriques de la commande [Isidori,
1995; Nijmeijer et Van der Schaft, 1990].

Par abus de langage, certains auteurs parlent de controlabilité quand il s’agit de la
controlabilité de l'origine. Un terme plus précis, la nulle-controélabilité, a été introduit
pour éviter la confusion.

On remarquera que dans le cas o, la solution du systéme différentiel n’est pas unique,
la notion de controlabilité n’a pas de sens. En effet, si on définit Ay (xy) comme étant
I’ensemble des points initiaux pour lesquels il existe une commande permettant a une
solution au moins d’atteindre xy au bout d’un temps ¢y, peut-on parler de controlabilité
dans la mesure ou les autres trajectoires du systéme évoluent sans controle? Par contre
si Ay(zg) désigne l'ensemble des points initiaux pour lesquels il existe une commande
permettant a toutes les solutions d’atteindre xz, au bout d'un temps t¢, cet ensemble
risque d’étre vide pour la plupart des systémes considérés.

1.3.2 Controélabilité asymptotique

Complétant les définitions précédentes, la notion de contrélabilité asymptotique
a été introduite pour caractériser 1'idée que 1'état du systéme peut étre amené de ma-
niére asymptotique vers un état désiré. Cette notion est moins forte que la controlabilité
présentée précédemment. Ainsi, on définit :

Définition 1.3.6. Soit x; et vy deux points de R" et S un sous-ensemble de R" contenant
z; et xp. On dit que U'état du systéme (1.3.1) peut étre amené asymptotiquement du
point x; au point vy sans quitter S si il existe une fonction mesurable u, définie sur
[0, +o00], telle que :

t—o00

lim (t; 2, u) = xy

Vit >0, x(t;zo,u) €S

Soit zy un point d’équilibre du systéeme, on définit les différentes notions de controla-
bilité asymptotique par :
Définition 1.3.7 (controlabilité asymptotique locale). Un systéme est dit locale-
ment asymptotiquement controlable en x, si, pour tout voisinage V de xq, il existe
un voisinage VW de xqy tel que tout x € W peut étre asymptotiquement amené en xy sans
quitter V.

Définition 1.3.8 (controélabilité asymptotique globale). Un systéme est dit globa-
lement asymptotiquement controlable en xy s’il est localement asymptotiquement
controlable en xq et si tout x peut étre asymptotiquement amené en xg.

Définition 1.3.9 (nulle asymptotique controlabilité). Lorsque xy = 0, on parle de
nulle asymptotique controlabilité.

On notera la similarité des définitions 1.3.7 et 1.2.3.
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1.3.3 Stabilisabilité

Cette notion fait le lien entre la premiére partie de ce chapitre concernant la stabilité
et celle qui vient d’étre développée sur la controlabilité. Elle consiste en fait & trouver un
retour d’état qui stabilise le systéme. En termes plus précis :

Définition 1.3.10 (retour d’état). Un retour d’état est :
— soit une fonction mesurable de [’état, on parle alors de retour d’état statique,
— soit une fonction mesurable du temps et de [’état, on parle alors de retour d’état
statique temps variant,
— soit un systeme dynamique :

Z=h(x,2)

et une fonction mesurable u de l’état x et de l’état ajouté z. u est alors un retour
d’état dynamique,
— soit un systéme dynamique :

Z=h(x,z1)

et une fonction mesurable u de [’état x, de [’état ajouté z et du temps t. u est alors

un retour d’état dynamique temps variant. Soit h, soit u peut ne pas dépendre

du temps.

On définit alors :

Définition 1.3.11 (stabilisabilité). On dit que le systéme (1.3.1) est localement
(resp. globalement) stabilisable en xy par un retour d’état statique si il existe un
retour d’état u tel que xqo soit un point localement (resp. globalement) asymptotiquement
stable pour le systeme autonome :

&= f(z,u(z)) (1.3.2)

En général, le point d’équilibre n’est pas précisé et il s’agit de 'origine; en effet, on
peut toujours se ramener a ce probléme par une simple transformation. On parle alors de
stabilisabilité sans autre précision.

Dans le cas ou le systéme admet plusieurs solutions, on parle de stabilisabilité quand
le systéme bouclé (1.3.2) est uniformément asymptotiquement stable. On impose donc a
toutes les solutions de tendre "de la méme maniere” vers le point d’équilibre.

Pour les autres formes de retour d’état, la définition 1.3.11 s’étend simplement en
considérant les systémes autonomes :
~{ &= f(z,u(x,t)) pour les retours d’état temps variants.

&= f(x,u(x,z))

- pour les retours d’état dynamiques.
Z=u(x,z)

f(z,u(z, 2,t))

u(z, 2, t)

pour les retours d’état dynamiques temps variants.

T
z
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Chapitre 2

Le probléme de stabilisation des
systémes non linéaires

2.1 Introduction

La conception de lois de commandes stabilisantes est un des défis majeurs de 'au-
tomatique. Dans le cas linéaire, il est assez facile, a partir d’'une simple hypothése de
controlabilité asymptotique, de concevoir un retour d’état stabilisant dans la mesure o1,
dans ce cas, il y a équivalence entre controlabilité et stabilisation asymptotique. En non
linéaire, le probléme est beaucoup plus délicat car cette équivalence n’existe pas.

Dans ce chapitre, nous présentons notre contribution a la conception de retour d’état
stabilisant. Le schéma proposé est issu d’une relaxation de la contrainte finale habituel-
lement imposée en commande optimale. Ceci aboutit naturellement & un retour d’état
discontinu dynamique rentrant dans la classe des stratégie permettant la stabilisation des
systémes pour lesquels un retour d’état régulier ne suffit pas. Ce travail s’inscrit donc
dans la recherche de retours d’état non réguliers, motivée principalement par les travaux
sur les conditions de Brockett Brockett et al. [1983].

Dans un premier temps, nous exposerons donc par des exemples révélateurs les obs-
tacles structurels qu’il peut y avoir a la conception de retours d’état classiques plus ou
moins réguliers. Ce point concerne principalement ce que l'on appelle les conditions de
Brockett. Ensuite, nous présenterons les différentes techniques qui permettent de sortir du
cadre habituel du retour d’état continu "classique” afin de stabiliser un certain nombre
de systeémes "délicats” pour lesquels ces méthodes ne suffisent pas.

Nous présenterons ensuite notre contribution sur le sujet a savoir un retour d’état qui
stabilise asymptotiquement les systémes affines en la commande. La structure de ce re-
tour d’état est quelque peu inhabituelle en automatique ; elle consiste en un basculement
entre un retour statique classique (mais éventuellement discontinu) et un retour d’état
dynamique. Ce schéma peut étre pris comme une généralisation de la commande & modes
glissants. Nous commencerons donc par une explication détaillée du comportement du sys-
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téme bouclé et du retour d’état. Ensuite, nous présenterons quelques conditions suffisantes
de stabilisation qui s’expriment sous la forme d’une équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman
avec contrainte d’inégalité finale, que nous utiliserons dans la preuve de la stabilité de la
boucle fermée. Nous finirons par quelques simulations sur des exemples dont notamment
un ne vérifiant pas les conditions de Brockett.

Notons que les aspects portant sur la robustesse de la commande proposée ont été
développés depuis par Balloul [2000].

2.2 Le probléme de stabilisation
Rappelons que nous considérons le systéme non linéaire :
&= f(z,u) (2.2.1)

ou x € R est I’état du systéme, u € RP la commande. On suppose que 0 est un point
d’équilibre du systéme, c’est a dire que f(0,0) = 0.

2.2.1 Conditions nécessaires de Brockett

Dans la recherche de conditions nécessaires de stabilisation, les conditions de Brockett
représentent un résultat primordial. Un systéme ne vérifiant pas les conditions de Brockett
est par nature délicat a stabiliser (voire impossible). L’objectif ici est de présenter les
résultats disponibles dans la littérature sur ce sujet et de l'illustrer par des exemples.

Théoréme 2.2.1 (Brockett et al. [1983]). Soit un systéeme 3 de la forme (2.2.1) dont
le champ f est au moins C'. Si ¥ est localement asymptotiquement stabilisable par un
retour d’état u de classe C' tel que u(0) = 0, alors :

1. le linéarisé du systeme a [’origine ne posséde pas de modes incontrolables associés a
des valeurs propres positives ou nulles .

2. il existe un voisinage V de ['origine tel que [’état du systéme peut étre amené asymp-
totiquement de tout point x; € V a l'origine .

3. tout voisinage de ['origine a pour image par f un voisinage de l'origine .

Il est clair que la condition 2 est induite par une hypothése de nulle controlabilité
asymptotique sur le systéme. Les conditions 1 et 3 restent néanmoins nécessaires a la sta-
bilisation par un retour d’état de classe C'. Ainsi le systéme suivant proposé par Brockett
n’est pas stabilisable par un retour d’état différentiable dans la mesure ou (0, 0,¢) ¢ im(f)
pour tout £ # 0.

Exemple 2.2.1. [Brockett et al., 1983]
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Zt'IZ’LLl
lt'ZZ’LLQ

T3 = ToUy — T1U2

L L1, T2, U, U € R

Les recherches ont alors porté sur une éventuelle généralisation de ces conditions pour les
retours d’état seulement continus voire discontinus.

Kawski montra, par un exemple, que la condition 1 n’est plus nécessaire dans le cas
d’un retour d’état continu :

Exemple 2.2.2. [Kawski, 1990]

x'lzu
j:g:xg—x{’
Ty, T, u € R

Ce systéme ne vérifie pas la premiére condition de Brockett mais peut étre stabilisé par
1
le retour d’état continu u(z) = —x1 + 2 + 325 — x}.
Cependant, la condition 3 demeure méme lorsque le retour d’état est seulement supposé
localement lipschitz Sontag [1998].

Plus encore, si on s’intéresse a la classe des retours d’état ensemblistes semi-continus
supérieurement a valeur non vide et convexe, pour lesquels les solutions de & € f(z,u(x))
peuvent étre clairement définies par la théorie de Filippov [1988], la condition 3 reste
nécessaire [Ryan, 1994|. Elle est souvent appelée condition de Brockett.

Cette condition provient de considérations sur le degré de Brouwer de f pour un
systéme autonome asymptotiquement stable & = f(x). La preuve initiale donnée par
Brockett est basée sur I’homotopie des surfaces de Lyapounov avec la sphére [Wilson,
1967] et le théoréeme de Poincaré-Hopf. Celle-ci présente l'inconvénient de ne pouvoir
étre généralisée au cas continu ni méme d’étre transposé au cas des systémes discrets
[Bensoubaya et al., 1995].

2.2.2 Stabilisation par retours d’état discontinus

Au vu des résultats sur les conditions de Brockett ci-dessus, on pourrait chercher
Iintérét qu’il y a a utiliser des retours d’état discontinus alors que, comme pour les retours
d’état continus, la troisiéme condition reste nécessaire. Il faut cependant noter que ces
conditions ne sont que nécessaires et non suffisantes. Ainsi, il existe des systémes vérifiant
la troisiéme condition de Brockett qui ne sont pas stabilisable par un retour d’état continu.
Parmi ces systémes, certains sont cependant stabilisable par un retour d’état discontinu.
L’exemple suivant donné par Ryan fait partie de ceux-la :
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Exemple 2.2.3. [Ryan, 1994]

T =x+|z|u

r,u €R

Ce systéme ne peut étre stabilisé par un retour d’état statique continu alors que u(z) =
—2sign(z) rend l'origine asymptotiquement stable.

Quelle que soit la méthode permettant d’aboutir a un retour d’état discontinu, il est,
dans tous les exemples proposés dans la littérature, issu de propriétés particuliéres du
systéme considéré comme par exemple :

— Forme particuliére de 1’équation différentielle. Un point suscitant un grand intérét
porte sur les systémes chainés ou plus généralement sur des classes de systémes non
holonémes [Laiou et Astolfi, 1999; Astolfi, 1996; Alamir et Khennouf, 1995].

— Possibilité d’exhiber une surface de glissement permettant un retour d’état de type
modes glissants [Sira Ramirez, 1994, 1992| ou plus généralement, la possibilité de
faire décroitre une fonction de Lyapounov par une commande commutée.

— Notre travail reposera sur une équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman & contrainte
finale d’inégalité qui sera supposée avoir au moins une solution.

2.2.2.1 Retours d’état temps variants

L’utilisation des retours d’état temps variant apparait au vu du résultat établi par
Coron [1992| comme une solution plus puissante en théorie que le retour d’état discontinu.
En effet, tout systéme & = f(x, u), stabilisable par un retour d’état discontinu (au sens
de Filippov), est stabilisable par un retour d’état continu temps variant périodique.

Notamment, comme ’a montré Samson [1991], le systéme de I’exemple 2.2.1 proposé
par Brockett est stabilisable par un retour d’état temps variant C* périodique alors que,
puisqu’il ne vérifie pas la condition de Brockett, il n’est pas stabilisable par un retour
d’état ne dépendant pas du temps.

Les retours d’état temps variants ont fait I’objet d’une littérature abondante ces der-
niéres années |Pettersen et Egeland, 1997; Lin, 1996; Coron et Kerai, 1996; Morin et al.,
1995; Soerdalen et Egeland, 1995]. Cependant, il ne faut pas oublier de mentionner, d’une
part que ces retours d’état sont délicats a construire car ils nécessitent une fonction de
Lyapounov dépendante du temps et de I'état qui n’est pas toujours évidente a intuiter.
D’autre part, la commande obtenue oscille a forte fréquence, la rendant parfois inappli-
cable en pratique.

2.2.2.2 Retours d’état dynamiques

Les retours d’état dynamiques sont couramment utilisés dans le cadre des retours de
sortie, la dynamique permettant la reconstruction de I’état [Teel et Praly, 1994|. Dans le
cadre des retours d’état, ils sont peu utilisés car il n’existe aucune méthode systématique
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de synthése. On notera les travaux de Tsinias [1989, 1992, 1993, 1995] sur I'ajout d’inté-
grateur aboutissant au résultat suivant : si & = f(x, u) est stabilisable par un retour d’état
continu, alors & = f(z,2), 2 = v est également stabilisable (éventuellement par un retour
d’état discontinu). Ce résultat a été établi pour u € R si le retour d’état n’est supposé
que continu et pour u € RP si le retour d’état est supposé au moins C'. On pourrait se de-
mander 'intérét qu’il y a a ajouter un intégrateur pour le probléme de la stabilisation, car
intuitivement on aurait tendance a penser qu'’il est plus compliqué de stabiliser le systéme
augmenté que le systéme initial. Pourtant, 'exemple suivant contredit cette intuition :

Exemple 2.2.4. [Coron et Praly, 1991]
Soit f: R” x R — R" définie par

Fou) = = [ (lor]]* + 23)" = €2 (u = |jo [P w+ 23)°|

n>2 z, eR 2, eR

Pour C' suffisamment grand, le systéme & = f(z,u) n’est pas localement
asymptotiquement stabilisable par un retour d’état continu alors que = =
f(z,2), 2 =v lest.

Le retour d’état dynamique peut donc étre un outil pour la stabilisation des systémes
délicats.

2.3 Commande par retour d’état dynamique discontinu
stabilisant

2.3.1 Position du probléme

Nous considérons ici le cas des systémes affines en la commandes suivants :
= f(z)+g(x)u (2.3.1)

ou x est ’état du systéme et u € RP la commande. f et g sont supposées uniquement conti-
nues. L’objectif est la stabilisation asymptotique du systéme (2.3.1) autour de 'origine.
Ce probléme est assez classique mais le schéma proposé ici est quelque peu inhabituel.
En effet, nous cherchons un retour d’état qui est un mélange d’un retour d’état statique
classique et d'un retour d’état dynamique, ne correspondant ainsi & aucun des retours
d’état, listés dans la définition 1.3.10, que 'on rencontre habituellement. La condition
de passage du schéma dynamique au schéma statique est assurée par une fonction C'. Le
retour d’état proposé a la forme suivante :

(= o(z,¢) lorsque C(z,¢) >0 (2.3.2a)
(= a(xr) lorsque C(z,{) <0 (2.3.2b)
u= k(z,() (2.3.2c)
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Les deux équations (2.3.2a) et (2.3.2b) définissent la dynamique d’un état ¢ € R? interne
au controleur. Le passage de 'un a ’autre entraine éventuellement une discontinuité dans
la commande.

Cette structure atypique justifie tout d’abord une explication approfondie de ce schéma,
de commande. Pour cela, nous avons choisi le systéme de 'exemple 2.2.3 auquel a été
appliqué deux retours d’état, de la forme (2.3.2), afin de montrer le comportement du
systéme sous un tel retour d’état.

Nous exposons ensuite quelques résultats de stabilité au sens de Lyapounov concernant
les systémes bouclés de la forme suivante considérée ici :

t= f(z)+g(z)u (2.3.3a)
(= o(x,C) lorsque C(z,¢) > 0 (2.3.3b)
(= a(z) lorsque C'(z,¢) <0 (2.3.3c)
U= k(zx, () (2.3.3d)

Enfin, nous présenterons un retour d’état de la forme (2.3.2) et la preuve de la stabilité
de la boucle fermée (2.3.3). Trois exemples, dont un ne vérifiant pas la premiére des
conditions de Brockett, sont présentés en fin de chapitre.

2.3.2 Comportement générique

Tant que la condition C(x,() > 0 est vérifiée, nous nous trouvons dans les termes du
retour d’état dynamique de la définition 1.3.10 :

P o= f@)+ gl
¢ = (p(ZU,C)
u = k(z,Q)

Si C(z,¢) <0, le schéma est celui du retour d’état statique habituel :

T = fl@)+g(@)u
= k(z,a(r))

Le passage du schéma (2.3.2a) & (2.3.2b) et vis-versa s’opére de la maniére suivante :

— Si ¢} est un instant tel que C(x(t),((t)) > 0 pour ¢t < t] et C(x(t),((t)) < 0
pour ¢ > #} (¢ dans un voisinage de #7), la valeur de ((#]) est alors donnée par
I'intégration de I'équation différentielle (2.3.2) pour ¢ < #] et est calculée a partir de
la connaissance de x(t) pour ¢ > ] conformément & I’équation (2.3.2b). On a donc
C(t7) = a(z(t])). On remarquera que cela peut impliquer un saut dans la commande,
le retour d’état est donc discontinu.

~ Si t au contraire est un instant tel que C(x(t),((t)) < 0 pour ¢t < #§ et
C(x(t),((t)) > 0 pour t > t1 (¢ dans un voisinage de t}), la valeur de ((t}) est
donnée par (2.3.2b) pour ¢ < #1 et est calculée en intégrant (2.3.2a) pour ¢ > #§ en
utilisant ¢ (#) = a(z(#})) comme initialisation. Ce passage la est continu.



2.3. Commande par retour d’état dynamique discontinu stabilisant 35

La figure 2.1 montre un exemple générique de I’évolution d’un systéme avec un tel
retour d’état. On peut remarquer que les instants ¢ ou C'(z(t), ((t)) s’annule en décroissant
sont par nature des points de discontinuité de la fonction ¢t — C'(z(t),((t)) et donc de la
dérivée premiére de z(t).

Il est clair que la classe des retours d’état de la forme (2.3.2) contient les retours d’état
statiques et dynamiques définis en 1.3.10.

AC
C(z,()
C(z,¢) Cl(z,a(x)) C(z, a(z)) T~
>temps
>temps
A ((t)
- W’Owﬂy
\ ¢ = a(z) ¢ = p(.()
:emps

Figure 2.1 — Evolution d’un systéme générique bouclé avec un retour d’état de la forme
(2.3.2)

2.3.2.1 Exemple

L’exemple qui suit illustre le comportement général du schéma de commande (2.3.2).
Les deux retours d’état proposés sont empiriques. Bien entendu, le but de notre travail a
consisté a trouver une approche constructive et systématique face & un probléme de
stabilisation des systémes affines en la commande a I’aide de retours d’état de la forme
(2.3.2). Des exemples plus révélateurs de cette approche seront développés par la suite.
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Considérons le systéme non linéaire suivant :
Tt = z4+rjlu  reR uekR (2.3.4)

Ce systéme est connu pour ne pas étre stabilisable par un retour d’état continu |Ryan,
1994]. Nous allons analyser le comportement du systéme (2.3.4) bouclé avec les deux
retours d’état (2.3.5) et (2.3.6) suivants :

1. Soit le retour d’état de la forme (2.3.2) suivant :

¢ =0 si O(x,¢) == =z (x+1]2[¢) >0
= —2sign(z) si C(x,¢) =~ (z+]z[¢) <0 (2.3.5)
u = ¢

Quelles que soient les conditions initiales de x et (, I’état du systéme converge
asymptotiquement vers l'origine avec au plus un instant pour lequel C' < 0. En
effet, C' teste si la norme de I’état est strictement décroissante et dés que ca n’est
plus le cas, assigne a ¢ une valeur qui garantit au systéme en boucle fermée le méme
comportement que & = —zx. En fait, le retour d’état (2.3.5) est équivalent au retour
d’état discontinu u(z) = —2sign(z).

2. Soit maintenant un second retour d’état de la forme (2.3.2) pour le systéme (2.3.4)
qui souligne mieux la maniére dont le systéme se comporte lorsque C' change de

signe :
(= (_%(;L%)) si C(z,¢) >0 (2.3.6a)
¢= (4sién(w)) si C(z,¢) <0 (2.3.6b)
u= G (2.3.6¢)

avec
C(x,¢) := (1 —sign [(G¢ +22)°]) (a® = )¢ (2.3.7)

Remarquons d’abord que si ¢; = 0 alors C'(z, () = 0 et c’est donc I’équation (2.3.6b)
qui est utilisée. Il n’y a donc pas de probléme de définition du retour d’état.

On peut vérifier que le choix de C et les équations (2.3.6a) et (2.3.6b) entrainent
que pour tout t > 0, on a :

GG +2a(t) = 0 (2.3.8)

En effet, si (;( + 22 # 0 alors 1 — sign [(¢1(; + 27)%] = 0 et donc C(xz,() = 0. Par
’équation (2.3.6b), ¢ est alors ré-initialisé de telle sorte que la relation (2.3.8) soit
vérifiée pour tout t > 0.

En conséquence, pour presque tout ¢, on a u(t) = (3(t) = —2(‘?((:)) Le systéme (2.3.4)

évoluera alors comme le systéme

212 :
r—2% sixz >0
i = (L - (2.3.9)

x—|—2<i2 siz <0
1
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avec (; constant tant que C'(z,() > 0.

La norme de I'é¢tat du systéme (2.3.9) est strictement décroissante dés que = >
%Q >0oul > —%Q > x (remarquons que (; reste positif pour tout ¢ > 0). Or
c’est exactement ce que garantit (2.3.6b) en ré-initialisant ¢; a la valeur 3 |z| des
que |z| = (.

La figure 2.2 représente I’évolution du systéme (2.3.4) bouclé avec le retour d’état
(2.3.6) et 2(0) = 4 et (0) = (3 |2(0)] , —4sign(z)) comme conditions initiales. Dans
ce cas, on a C(x(0),¢(0)) > 0; donc |x(t)| décroit comme (2.3.9) avec (i(t) =

¢1(0) = L |z(0)]. Dés que x(t) = ¢, (t) = 5 ]z(0)], C s’annule et (; est ré-initialisé

2

2

a sx(t) = ;x(0) et ainsi de suite donnant le comportement en escalier de ¢; de la

4
figure 2.2.
5
e X
444444 4
‘‘‘‘‘ 6,
,' s ' et ,’/.! e
Voo ! Ly
-5
0 2 3 4 5
15
10 —  Cx.9)
5L
oh
-5 ;
o] 2 3 4 5

Figure 2.2 — Exemple montrant le sens de (2.3.2a) et (2.3.2b)

2.3.3 Conditions suffisantes de stabilité au sens de Lyapounov

L’objectif ici est de donner des conditions suffisantes de stabilité pour le systéme en
boucle fermée. Ces résultats serviront dans le paragraphe 2.3.4.2 ol est exposé le retour
d’état proposé. L’objectif est d’obtenir des conditions de stabilité s’exprimant au moyen
d’une fonction de Lyapounov se rapprochant des conditions nécessaires et suffisantes ex-
posées au chapitre 1. Nous considérons le systéme général non linéaire autonome :

21 = f(Zl, 22) (2310&)
2o = (z1,22) siC(z1,22) >0 (2.3.10b)
zo=a(z) siC(z1,22) <0 (2.3.10c)

ou z = (2z1,29) € X est l'état du systeme. ¢, C e f son supposées continues par
) T'e R x R est I'état du systéme. @, C et t t

rapport a ses arguments.
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On remarquera que le systéme (2.3.3) entre dans la classe des systémes de la forme
(2.3.10), deés lors que k et C' sont continues. Nous supposerons que pour toute condition
initiale, il existe une solution au probléme aux valeurs initiales. En effet, I’existence d’une
solution dépend dans notre cas du choix du retour d’état, ce point sera donc abordé par
la suite.

Nous supposerons que les équations (2.3.10a)-(2.3.10¢) du systéme sont définies sur
un ensemble 2 = Q; x Qs C R? x R? invariant par le systéme. Autrement dit, si, & une
condition initiale dans €2, il correspond une trajectoire, celle-ci est dans 2. On remarquera
que I’on ne suppose pas €2 borné. De méme, comme la fonction a(.) peut étre discontinue
dans le schéma présenté ici, rien ne nous garantit que la solution pour toute condition
initiale de (2.3.10) est unique ni méme existe. Nous traiterons ce point important par
la suite car il dépend directement du choix de la fonction a(.) et donc du retour d’état
dynamique choisi.

Nous utiliserons indifferemment C'(z) ou C'(z1, 22) suivant qu'il sera nécessaire ou non
de faire la distinction entre z; et z.

Hypothése 2.3.1. Nous dirons que le systéme (2.3.10) vérifie l'hypothése 2.3.1 si l'im-
plication suivante est vérifiée :

{z#0etC(2) <0} = {C(z,a(z)) > ai(||z]])} (2.3.11)

ot ap : RY — R est une fonction continue strictement croissante telle que «q(0) = 0.
Suivant les notations de Hahn [1967], une telle fonction sera dite de classe K.

La définition 1.2.6 de la stabilité asymptotique est basée sur la notion de trajectoire et
donc peut étre appliquée aux systémes discontinus de la forme (2.3.10). On notera que nous
considérons le cas ot les solutions peuvent étre multiples. Il est clair que dans notre cas
la stabilité doit étre imposée a la premiére partie z; de I’état du systéme (2.3.10) car c’est
celle qui correspond a I’état du systéme controlé (2.3.3). Quant a 2o, il correspond a 1’état
interne du controleur et une simple condition de borne semble devoir étre raisonnablement
requise. Ainsi, nous définissons :

Définition 2.3.1. Le systéme (2.3.10) sera dit asymptotiquement stable par rapport a la
dynamique z, si et seulement si il vérifie :

— 21 est uniformément asymptotiquement stable

~ il existe Ry tel que pour toute solution zo(.; 2°) et tout t > 0, ||22(t; 2°)|| < R2(2°)

0

ot z(t; 2°) est une solution a linstant t de (2.3.10) avec 2° comme condition initiale.

Le premier point de la définition 2.3.1 est parfois appelé stabilité asymptotique de
’ensemble {0 x Q5}.

L’objectif de la suite est de donner une caractérisation en terme de fonctions de Lya-
pounov de la définition 2.3.1 pour des systémes de la forme 2.3.10 vérifiant 'hypothése
2.3.1. Pour un résultat plus général, la fonction de Lyapounov U, que nous considérerons
ici, ne sera pas supposée continue. Comme dans les travaux de Zubov [1957]| et Roxin
[1965], on sont généralisés certains éléments de la théorie de Lyapounov au cas discon-
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tinu, il est nécessaire d’introduire une fonction p de classe K qui n’a pas lieu d’étre dans

le cas continu temps invariant.

Proposition 2.3.2. En utilisant les notations précédentes, un systeme de la forme

(2.3.10) vérifiant U’hypothése 2.3.1 et tel que, pour toute condition initiale, la trajectoire

29(.) reste bornée, sera asymptotiquement stable par rapport 4 la dynamique z, si il existe

une fonction U : Q — Rt telle que :

1. U est radialement non bornée :
lim U(z) =400

llz1]|—00
21EM0

2. U est définie positive par rapport a l'ensemble {0 X Qs} :
(a) pour tout zo € Qy, U(0,22) =0
(b) il existe une fonction o de classe K telle que
{21 # 0} = {U(2) > ofl|z[)) > 0}

3. pour toute condition initiale 2° € €, la trajectoire du systéme vérifie

{C(2(t:2°) <0} = {U(z(t +0%;2%) — U(2(t; 2°)) < 0} (2.3.12)

y {dU(zg;zO))
{C(z(t,z ) > O} =

existe et vérifie

dU (z(t;2° .
WEBTD <y (|24 (8 29)))

. dU(2(t;20))
ou —a

de classe IC.

(2.3.13)
|

est la dérivée de U le long de la trajectoire et oy est une fonction

La proposition ci-dessus est intuitivement satisfaisante. En effet, comme U est décrois-
sante le long de la trajectoire et U est radialement non bornée par rapport a zi, la stabilité

de z; est assurée. L’attractivité découle alors de ’hypothése 2.3.1.

Preuve de la proposition 2.3.2 :

La stabilité uniforme découle d’un théoréme inverse sur la stabilité des systémes
discontinus par rapport & un ensemble établi par Zubov [Roxin, 1965, théoréme 9.1].
Appliqué a notre systéme, on peut déduire que ’ensemble {0 x 3} est stable puisque
c’est I’ensemble pour lequel U est nulle. Reste donc & prouver que l'origine de € est
attractive pour la premiére partie de I’état z;.

Remarquons tout d’abord que, comme z3(.; 2°) est borné, zi(.; z9), en tant que
solution de I'équation différentielle (2.3.10a) 2; = f(z1, z2) oil f est continue, est uni-
formément continue. Comme «y est supposée continue, elle est uniformément conti-
nue sur tout intervalle borné de R*. En conséquence, la fonction ¢t — az(Hzl (t; 2°) H)
est uniformément continue.

Puisque la fonction du temps U(z(.; 2%)) est décroissante et minorée, elle admet
une limite. Soit [ cette limite :

tliglo Ul(z(t;2°)) =1>0

Deux cas se présentent :
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~ soit C(z(7;2%)) ne s’annule jamais pour tout 7 € [0, ¢], auquel cas :

Uls(t; ) — U(z") < —/az(uz(T;zU)H)dT (2.3.14)
2.313)  Jo

— Soit C s’annule ponctuellement. Dans ce cas, I'évolution de C(z(t;2°)) au
cours du temps est similaire & celle représentée figure 2.3.

A

C(2(t;2%))

t1 to t3 ty
Figure 2.3 — Evolution de C' le long des trajectoires
Il existe alors une séquence d’instants ()ke[o,n) telle que pour tout & € [0, 7],

t >ty >ty 1 >--->1 >1>0et C(2(f; 2°)) = 0. En notant pour tout ,
z(t) := z(t; 2°), on a alors :

U(=(1)) ~ U ()
= U(a(t) ~ Ueti) + 3 [0 (x(5)) - Ue(i )] + Ue(o)) - U(0)
k=1
= T z(t, ) = U(z(t,
- [tw T+ U +07) ~ U] +

7
Z [/ o %(Z(T)MT + U(2(fg—1 +0%)) = U(2(tp_1)) | +
k=1 [/ Tk—140F

+ dt
t n

S eallaihdr - >
(2.3.12) ot (2.3.13) k=1

to
[ /0 W (o(r)dr +U((0") - U ()

tr i
/tk_lw 0‘2(“21(7)”)471 - /0+ s(21 (r)ll)dr

ce qui donne :

(H=t)) B {[[20r; 2°) || dr (2.3.15)
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Dans les deux cas (2.3.14) et (2.3.15), la fonction ¢t — —f[f aQ(Hz(T;zo)H) est une
fonction décroissante, minorée par [ — U(z") et donc convergente. La fonction ¢ —
ag(Hz(t; zO)H) est uniformément continue; par conséquent, en appliquant le lemme
de Barbalat [Khalil, 1996, lemme 4.2], on a :

lim ag(Hz(t; zO)H) =0

t—o00

et donc, comme a9 est de classe K :

lim z(t;2°) =0

t—o00

La stabilité asymptotique de la premiére partie z; de I'état z est donc établie.

2.3.4 Expression du retour d’état

Nous allons ici expliciter le retour d’état proposé. Nous commencerons par exposer
les hypothéses, ensuite nous verrons le retour d’état proprement dit avant d’établir que le
systéme bouclé obtenu (étant de la forme du systéme bouclé (2.3.3)) est asymptotiquement
stable par rapport a la dynamique du systéme.

2.3.4.1 Hypothéses

Rappelons que nous nous intéressons a la classe des systémes affines en la commande
de la forme (2.3.1) avec f et g continues.

Nous supposerons tout d’abord que le systéme (2.3.1) vérifie :

Hypotheése 2.3.3. I existe une fonction ¢ de classe K (fonction de classe K avec
lim, . (1) = 00) telle que pour toute condition initiale xo € R™, pour tout u : Rt — RP
et tout ty >0 :

lz(t)I” + /0 @I + ()P dr = v ( sup ||fv(5)||> (2.3.16)

0<6<t;

Cette hypotheése est trés peu restrictive en pratique. En effet, elle signifie simplement
que le systéme ne peut étre ramené a ’origine infiniment rapidement avec une commande
bornée.

Ensuite, nous partirons de ’hypothése que :

Hypothése 2.3.4. Il existe trois réels strictement positifs T, p1 et ps, une fonction C*,
V[0,T] xR" =R ety e [0,1] tels que l'on ait :
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1.V wvérifie pour tout (t,x) € [0,T] x R" "équation au dérivées partielle (EDP) avec
contrainte finale suivante :

oV (t,x) 0OV(t, x) T 1 0V(t,x) . OV(tx)"
_ ‘LT 0 = (231
Era e et A OB SR TR g()g" (2)—5- 0 (2.3.17a)
V(T,z) = ||z||? (2.3.17h)

2. 'V wvérifie pour tout x € R* l'inégalité suivante :

V(0,7) < 7 Ja]|? (2.3.18)

En utilisant les résultats portant sur 1’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman, on

constate que la fonction V'(0,x) qui satisfait ’hypothése 2.3.4 est la valeur optimale du
probléme de minimisation de la fonction cotlit suivante :

IIw(T)||2+/t [P2 l(m) " + pulu(r)]1? |dr (2.3.19)

ou z(7) est la trajectoire qui satisfait z(t) = z. La condition (2.3.18) impose alors un
propriété supplémentaire sur cette solution optimale : la trajectoire optimale doit en effet
d’aprés (2.3.18) étre telle que la norme de I’état "final” ||z (T")|| est plus petite que v ||z(0)]|.

L’objectif est alors de prouver que ces hypothéses sont suffisantes pour construire un
retour d’état tel que la boucle fermée ait un comportement similaire au comportement
générique décrit par la figure 2.4.

A [z ()l

(D)
@I «—

Ve@F «—

t t t+T t+T temps

Figure 2.4 — Exemple de comportement de la boucle fermée

2.3.4.2 Formulation du retour d’état

Théoréme 2.3.5. Soit un systéme de la forme (2.5.1) vérifiant les hypothéses 2.3.3 et
2.3.4. Alors le systeme en boucle fermée suivant :

t = f(z)+g(x)u(z,Q) (2.3.20a)
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( = (_01> lorsque C(x,() > 0 (2.3.20Db)
¢ = (”;“) lorsque C(z,¢) < 0 (2.3.20¢)
o6y i=min { ol - 576 516 - VT - G} 2:321)

et avec la commande donnée par :

0= 7o) (20)

- 2.3.22
o (2.3.22)

(ngz ,:L‘)

est asymptotiquement stable par rapport a la dynamique x du systéme au sens de la défi-
nition 2.5.1.

2.3.4.3 Preuve du théoréme 2.3.5

Avant de développer la preuve du théoréme 2.3.5, nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 2.3.6. Sous les hypotheses du théoreme 2.53.5, on a :

V(T = G,2) = min(pr, p2)tb([|z]) (2.3.23)

Preuve du lemme 2.3.6 :

Soit un instant ¢ > 0 et une commande wu(.) définie sur Uintervalle de temps
[t,00[. t ne varie pas tout au long du raisonnement qui suit. Pour tout 7 > ¢ ou le
terme de solution a un sens, notons simplement z(7) := x(7;x,t,u) ot z = x(t) est
une constante ; z(7) est la valeur de ’état du systéme (2.3.20) a I'instant 7 avec ()
comme condition initiale & 7 = ¢ et comme commande u. On peut alors définir la

fonction de cott suivante :
. t+(2 5 5
J(t,z,C,u) = |zt + ()l +/ p2 [z (T)” + p1 lu(7)||” dr (2.3.24)
t

En utilisant la propriété V (T, z) = ||z||?, on peut ré-écrire la pondération sur I'état
final et obtenir :

2 e qy
|z(t + Q)" =V (T - ¢, z) + / (T +T —t—(y,a(r))dr (23.25)
t
En utilisant légalité (2.3.17a) afin de remplacer les dérivées ‘fi—‘T/(T +T—t—C(o, (7)),
on obtient :
av ov(r',z(r)) oOV(r, xz(r))

- (Tha(n) = 5 Ty @) +g(a(m)u(r)]
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_ wg(m))um — p2 ll(r)|1? +
'y ' a(r)
T;Wg(xm)g%(f))w (2.3.26)

avec 7' =174+ T —t — (.
En combinant les équations (2.3.26) avec (2.3.25), I’équation (2.3.24) devient :

t+C2 , 9
J(t,x,CQ,u):V(T—CQ,x)+/t o1 Julr) — (e ()| dr - (23.27)

u (1’ 2(r)) = —2%)19 (a(r)V, (7', 2(7)) (2.3.28)

Notons que u* dépend de (5 au travers de 7. L’équation (2.3.27) permet d’écrire
pour tout u que :

V(T — Go,z) = J*(t,2,(2) > 0 (2.3.29)

ou J*(t,x,(s) est la valeur optimale de la fonction coit J(¢,x, (s, u) obtenue lorsque
la commande u(.) est prise égale a la valeur "optimale" u*(7',2(.)) avec ¢ fixé. En
conséquence, on a :

t+C2
V(T = Gy) = [l2*(t + G)II” + / 22 2 (D)1 + pu || (2 (7)) || dr (23.30)
t
avec 2*(7) solution du systéme en boucle fermée :

(1) = f(2(7) + gla(r)u"(r + T =t — (2, 2(7)) (2.3.31)

avec z(t) = x comme condition initiale et ou ¢ est un parameétre fixé et u*(7', z(7))
donné par I’équation (2.3.28).
En utilisant (2.3.16) et (2.3.30) on peut alors conclure que :

V(T = (2, z) = min(py, p2)(||z]) (2.3.32)
|

Revenons a la preuve du théoréme 2.3.5. Notons dans un premier temps que ici on a :

Q.= {(l’,Cl,CQ) e R" x Rt x [O,T]}
Ql = Rn,
Qy = {(Cl,CQ) eR" x [O,T]}
La preuve est décomposée en deux parties. Dans un premier temps, nous discuterons de

Iexistence et de I'unicité éventuelle de la trajectoire. L’objectif est ensuite d’établir que
le systéme bouclé (2.3.20) vérifie 'hypothése 2.3.1 et que :

U(z) :=Ul(x,¢) = V(T — (3, 2) Z sup  V(0,%) (2.3.33)
1 zes((%2) a)
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est une fonction de Lyapounov pour le systéme en boucle fermée au sens de la proposition
2.3.2.

Existence et unicité de la solution :

L’existence d’une solution au systéme bouclé (2.3.20) est une conséquence directe d’un
point déja souligné dans la preuve de la proposition 2.3.2. En effet, si le systéme vérifie
’hypothése 2.3.1, alors les discontinuités ne peuvent survenir qu’a des instants (fj)gen;
et donc qu’en un nombre dénombrable d’instants. Sur chacun des intervalles [tg, t;41], le
systéme bouclé (2.3.20) admet au moins une solution pour toute condition initiale dans
la mesure ou toutes les fonctions intervenant sont continues. Les solutions générales sont
alors définies comme la juxtaposition des solutions sur chacun des intervalles [tx, t;41[ en
prenant comme condition initiale () et a(x(#;)) comme initialisation pour I'intégration
sur lintervalle [ty, tgi1][-

L’unicité de la trajectoire ne peut par contre étre établie avec les hypothéses formulées
et il est nécessaire pour 'obtenir d’ajouter I’hypothése suivante :

Hypotheése 2.3.7. Pour toute condition initiale (t,x(t),((t)), la solution du systéme dif-
férentiel :

T = f(z)+g(x)u(z,)
c= (%)

est unique sur lintervalle [t,t + T].

Quoiqu’il en soit, I'unicité de la trajectoire n’est pas un élément nécessaire a la stabilité
de la boucle fermée qui sera, dans le cas de solutions multiples, uniforme par rapport a
ces solutions.

Stabilité asymptotique par rapport a x :

1. Etablissons tout d’abord que toute solution partant dans Q reste dans  :

Cela revient a prouver que (, reste dans [0, T]. En, effet, x reste dans R” et ¢; dans R*,
car (; reste constant lorsque C'(z,() > 0, et est initialisé & une valeur positive lorsque
C(z,¢) <0.

D’aprés les équations (2.3.20b) et (2.3.20c), on sait que (» < T'. Ces deux équations
nous informent également que si (, devait devenir négatif, il existerait un instant t* > 0
pour lequel (»(*) = 0. Dans ce cas, on aurait par 1’égalité (2.3.17b) :

V(T = G(t%), 2(t7) = V(T () = o)’
et il découlerait de la définition (2.3.21) :

I+~

(o). o) = min {6~ 5264,

1+v

+G) ~ el | <o

(o(t*) serait alors imposé a la valeur T par I’équation (2.3.20c¢). En conséquence, toute
solution partant de €) reste dans ().
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2. Prouvons maintenant que le systéme (2.3.20) vérifie I’hypothése 2.3.1 avec
C donné par (2.3.21) :

Dans le cas du systéme bouclé (2.3.20), on a a(z,) = (H 7| ). Par définition de C :

Claa(a) = Clasalz) = min{l‘—7||x|| 0 - v >}

> min{—n I,
<

(2.3.18)

11—y
ol = 7lall } = 25l

En conséquence, le systéme (2.3.20) avec C' défini par I’équation (2.3.21) vérifie 'hypothése
2.3.1 avec o, (r) = 527

3. Enfin, prouvons que U définie par 1’équation (2.3.33) est une fonction de
Lyapounov au sens de la proposition 2.3.2 :

— U est définie positive par rapport a {0 X Qp} -
D’aprés I’équation (2.3.17b), V(7',0) = 0. Il découle de (2.3.23) et (2.3.18) que :

0 =min(pr, p2)(l0]) < V(0,00 < ~llo][=0
(2.3.23) (2.3.18)

En conséquence, d’aprés la définition de U, donnée par 1’équation (2.3.33), on a :

U(0) =V(T,0) + f [V(0,0)] =

Montrons maintenant que {x # 0} = {U(z) > 0} provient de (2.3.23) :

Ulk) = V(-2 Z sup V(0, )
ses((*47) ")

= min(py, p2)yo(||2])) + s min(py, p2)¢(]7]])
(2.3.23) k=1 |zeB((57) )
. . <X 1+~ g
> min(py, p2)¢b(||2]]) + min(py, p2) Y [7/) ((T) C1>] (2.3.34)

> min(py, p2)¢(||z]||) pour tout x et ¢
> 0 six#0car est de classe

donc U vérifie le second point de la proposition 2.3.2 en prenant po(r) :=
min(pr, p2)(r).

— U est radialement non bornée :
De (2.3.34) on déduit facilement que lim U(z) = +o0.

llz]| =00
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— 29 est bornée :
Comme nous I’avons vu précédemment, ¢ € [0, T] et donc est bornée. De (2.3.34) on

déduit facilement que " ‘l|im U(z) = 400. Comme U est radialement non bornée
1||—=+o0

en z; et (3 est bornée, 'ensemble V. := {z € Q; V(z) < £} est nécessairement
borné, et, par conséquent, ¢;(.;2°) Uest également.

— U est strictement décroissante le long des trajectoires du systéme (2.3.20) lorsque
C(z) > 0 (U vérifie l'équation (2.3.13)) :
D’aprés la définition de U, et en utilisant le fait que d’aprés (2.3.20b) (; reste
constant tant que C' reste strictement positif, le long des trajectoires du systéme,

on a donc :
dU  dV(T — (o(t), x(t))
dt dt
L OV Gl ) VT = Gl
= a0.20) | = 8O2O) 17407 1 (a0, <)
(2.3.20a) et (2.3.20b)
a0l + g PO gy ) 2T =)
(2.3.17a)
=G 0) o)yt (1)
= o0 — 1 TS )7 o0 = 20200
(2.3.22)
et donc :
L <l (2.3.35)

en conséquence, U vérifie (2.3.13) avec ay(r) = por?.

— U est décroissant lorsque C'(2) < 0 (U vérifie [’équation (2.53.12)) :
D’apreés I’évolution temporelle de C', imposée par 'hypothése 2.3.1, C' ne s’annule
qu’apres une période non nulle pendant laquelle il évolue de maniére continue dans
la mesure ou (z, () est solution de I’équation différentielle (2.3.20a-2.3.20b) et donc
évolue de maniére continue. Soit ¢ 'instant o C' s’annule. On a, & ce moment 14 :

+00
U(z(t) = V(T = Gt),z(t) + > sup V (0, ) (2.3.36)
k=1 EEB((HT”)kcl(t))
en utilisant (2.3.20c¢) et la continuité de la trajectoire de z, on obtient & l'instant

t+0":

U(z(t+07)) =V(0,z(t)) + f sup V(0,7) (2.3.37)
k=1 | 2eB( (%) Izl
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Or d’aprés la définition de C' donnée par I’équation (2.3.21), C' ne s’annule que si
on a, soit ||z(t)[| = 2L (), soit V(T — ((t), z(t) = B2 (t) -
~ Dans le premier cas en soustrayant l’équation (2.3.36) de (2.3.37) aprés avoir

remplacé (;(t) par 1+7 ||z(%)||, on obtient :

U(z(t+07) = U(z(t)) = V(0,2(t)) = V(T = G(t),x(t)) — e V(0,7)
< 0

car V(0,2(t)) < supzep(u V' (0,7) et d’aprés (2.3.23), V(T' — (1), z(t)) > 0.
On obtient donc, dans ce cas, la propriété désirée.

— Dans le second cas, en intégrant ¢ — W sur un intervalle de temps [, t]
suffisamment petit avant que C' ne s’annule, on obtient :

V(T — G(t),xz(t) — V(T — (o(1), 2(7)) \g/ 0 (2.3.38)

(2.3.35)

A linstant 7 on a C'(7) > 0 et donc d’apreés (2.3.21), V(T —(a(T ) 2(1)) < B2 (7).
Puisqu’a l'instant ¢ ou C' s’annule, on a V(T — ((t), 2(t)) = 52¢i(¢). L'équation
(2.3.38) devient :

1+7 1+7

Gt) <

Gi(7)

Cette inégalité contredit le fait que (; reste constant tant que C' reste strictement
positif. V(T — G (t), 2(t)) = 2¢ (¢) est donc impossible.

2.3.5 Exemples

Ici, nous allons présenter I'application du retour d’état présenté précédemment a
quelques exemples de systémes non linéaires. L'implémentation numérique de la méthode
a été effectuée en utilisant les routines NumSol d’intégration des équations d’Hamilton-
Jacobi-Isaac développées par Balloul et Alamir [1999]. La résolution numérique des équa-
tions d’Hamilton-Jacobi-Isaac est encore relativement lourde et gourmande en temps de
calcul, aussi les exemples ont un nombre limité d’états. L’évolution de 'informatique tant
sur le plan matériel que sur I’évolution des routines ne pourront que profiter a notre
méthode.

2.3.5.1 Pendule inversé

On considére le pendule inversé dont les équations dynamiques sont [Khalil, 1996,
exemple 1.3] :

i‘l = T2 (2339&)

1
Ty = %sm(xl) — klzy + — (2.3.39b)
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e

Figure 2.5 — Pendule inversé (2.3.39)

ol g est la constante de gravité, k le coefficient de friction, [ et m sont respectivement la
longueur et la masse du pendule.

L’application de la commande proposée donne le résultat représenté sur la figure 2.6.
Les valeurs numériques utilisées sont consignées dans le tableau 2.1.

g k | m
9.81 Nm=! | 0.001m~ts~t [ 0.3m | 0.2kg

Tableau 2.1 — Données numériques

2.3.5.2 Le satellite A deux moteurs

La stabilisation des vitesses angulaires d'un satellite en utilisant que deux moteurs
(au lieu des trois normalement disponibles), représentant le cas ot un des moteurs est
en panne, est un probléme classique en automatique non linéaire [Brockett et al., 1983;
Aeyels et Szafranski, 1988; Sontag et Sussmann, 1988; Outbib et Sallet, 1992; Outbib,
1994]. 11 est établi que ce systéme est controlable [Bonnard, 1982] et stabilisable par un
retour d’état C™ [Aeyels et Szafranski, 1988; Sontag et Sussmann, 1988|. Cependant, c’est
un exemple classique de systéme sous-actionné (trois degrés de liberté pour seulement
deux commandes), une classe qui est 'objet d’un intérét grandissant ces derniéres années.

L’orientation d’un satellite peut étre modélisée par divers paramétres du groupe or-
thogonal SO(3). Nous considérerons ici la plus classique. Soit Fy un repére du référentiel
satellite dont les axes correspondent aux trois principaux axes d’inertie du satellite. Soit
Fy un repére du référentiel terrestre et w = (wq,ws, w3)T la vitesse angulaire du repére Fj
par rapport au repére terrestre Iy (w est exprimé dans le repére F).

Avec les conventions précédentes, les équations de la dynamique du satellite & deux
moteurs sont :
R A A

w1
Ji

Waws + Uy (2.3.40a)
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- 2
Etats [l ]|
1 T T 3 .
T
0 2
1
_1 :1;,2
) 0
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2
zo(z1) G1
1 T T 15 T T
0 1
9 05
0
_2 L
-0.5 0 0.5 1 0 0.5 1 15 2
u G2
5 T T T 0.4 T T T
0.3 \ \'
0 (_/‘&’/\le\"—
0.2
-5
0.1
-10 ‘ ‘ ‘ 0 ‘
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2

Figure 2.6 — Stabilisation du pendule inversé (2.3.39)

. S=A
Wy = J2
A 5

w3
J3

W3Wwi + U9 (2340b)

w12 (2340C)

ou .Ji, Jo et J3 sont les moments d’inertie du satellite par rapports aux axes d’inertie.

Le retour d’état du théoréme 2.3.5 donne un systéme bouclé dont les trajectoires sont
représentées sur la figure 2.7. On remarquera |’évolution de la norme de I’état sympto-
matique de la méthode utilisée et déja illustrée par la figure 2.4. Les valeurs numériques
choisies sont celles du satellite SPOT4 [Sira-Ramirez et Siguerdidjane, 1996] :

J1 Jo J3
2500 kgm? | 6500 kg m? | 8500 kg m?

Tableau 2.2 — Données numériques du satellite SPOT4 [Sira-Ramirez et Siguerdidjane,
1996]
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Vitesses angulaires , l|wl?
1.5 1.5
w1
1
1
0.5
(W2 0.5
(0]
w3 o
-0.5
(0] 5 10 15 20 (0] 5 10 15 20
G2 ) G
0.8
2
0.6
0.4
1.5
0.2
(0]
1
(0] 5 10 15 20 (0] 5 10 15 20
(a) Etats du systéme
u2

EX=) 1s =o

(b) Commandes

Figure 2.7 — Commande de la vitesse angulaire du satellite & deux moteurs (2.3.40)

La figure 2.8 présente une comparaison entre le retour d’état proposé et les retours
d’état proposé dans la littérature par Brockett et al. [1983] :

u = —(—aw; + cws — bewaws)
a
1
b

Uy — (—bw2 — c2w§ — acwlwg)

et par Aeyels [1985] :
uy =

(—aw1 + ac2w§ — bC(UQCdg)

Uy =

SN Q =

(—bws + B’w] — acwiws)
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tous deux obtenus a partir du théoréme sur la variété centre, ou :

. Js— J i — Js
o Jo Js
- Jo— J3 J — Js
N J Js
. Jo— J3 J5 — J;
N J Js

Les paramétres de réglages o = 10 et 5 = —10 ont été choisi de sorte que les excusions des
états et les commandes soient du méme ordre de grandeur dans les trois cas. Les résultats
montrent une meilleur capacité de la méthode proposée a ramener le systéme a l’origine.
En contre partie, la commande est discontinue ce qui n’est pas le cas des deux autres
approches.

w w w
2 2 2
1.5 1.5 1.5
1 1 1
o° ® g " \
o ;? — o \ﬁ_{ 0 [
-0.5 -0.5 -0.5
(0] 20 40 (0] 20 40 [0} 20 40
u u u
3 3 3
2 2 2
1 1 1
(0] (0] (0] r’r
-1 -1 ﬁ -1
-2 -2 -2
(0] 20 40 [0}

(0] 20 40 20 40
Méthode proposée Brockett et al. [1983] Aeyels [1985]

Figure 2.8 — Comparaison du retour d’état proposé avec la littérature

2.3.5.3 Systéme non stabilisable par un retour d’état C!

Nous considérons 'exemple donné par Kawski [1990] :

(2.3.41a)
(2.3.41b)

il = Uu
. 3
i) Ty — Ty
Le linéarisé autour de 1’origine est alors :

Tz = Ax + Bu
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avec

00 1
A= B =
0 1 0

Il est clair que le systéme ne vérifie pas la premiére des conditions de Brockett car le
linéarisé posséde un mode incontrolable est associé a une valeur propre instable.

Etats
10 : ‘ 60
2
50/ \ [zl
5 40
o1 30 C1
0 20
10
H)
-5 : 0
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
U G2
200 \ \ \ \ 0.35
100 0.3
0 0.25
-100 0.2
-200 : : : : : : : :
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Figure 2.9 — Stabilisation du systéme (2.3.41)

L’application du retour d’état défini au théoréme 2.3.5 est représentée sur la figure
2.9. La figure 2.10 présente une comparaison entre le retour d’état exposé ci-dessus et le
1
retour d’état u(z) = (—z; + Ez3 + K(x5 — 23) proposé par Kawski [1990] avec E = 500
et K = 3 de sorte que les excursions et les temps de convergence soient du méme ordre
de grandeur dans les deux cas.

2.4 Conclusion

Le travail présenté dans ce chapitre porte sur la stabilisation des systémes affines en
la commande par un retour d’état discontinu et dynamique. Une caractérisation de la
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Etats Etats
10 T T 10 .
5 5
1
1
e
0 0
x2
-5 : : : : -5 : : : :
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Commandes Commandes
1500 ; ; 1500 ; ;
1000 1000
500 500
0 \/; 0
-500 : -500
-1000 ‘ ‘ ‘ ‘ -1000 ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0 0.1 0.2 0.3 04 0.5

Figure 2.10 — Comparaison du retour d’état proposé (gauche) avec la littérature (droite)

stabilité de la boucle fermée a été élaborée en terme de d’équation d’Hamilton-Jacobi-
Bellman avec contrainte finale d’inégalité. Celle-ci prend la forme d’un systéme différentiel
"avec changement de modéle” atypique en automatique et dans les travaux sur la stabilité.
Les propriétés de stabilité de la boucle fermée peuvent ainsi étre clairement établies. Des
exemples, dont un ne vérifiant pas les conditions de Brockett, ont également été proposés.
Il reste a étudier le comportement d’un tel retour d’état sur un systéme ne vérifiant pas
la derniére des conditions de Brockett. De par sa nature discontinue et dynamique, rien
n’indique qu'une telle approche ne puisse pas étre une alternative aux retours d’état temps
variants.
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Chapitre 3

Controlabilité, stabilisabilité et
stabilisation

3.1 Introduction

Le lien entre controlabilité et stabilisabilité est une question importante en automa-
tique non linéaire, ol I’on cherche souvent les analogies avec le cas linéaire. Cette question
nous a intéressé car on peut naturellement penser qu’une approche de type horizon fuyant
peut apporter des éléments de réponses au probléme. En effet, cette approche, consistant
a chaque instant a générer une trajectoire en boucle ouverte et a la suivre, soit pendant
un temps infinitésimal dans le schéma temps-continu, soit pendant une période d’échan-
tillonnage dans le schéma temps-discret, semble pouvoir faire le lien entre la controlabilité
asymptotique (et donc la boucle ouverte) et la stabilisabilité (et donc la boucle fermée).
C’est ce a quoi nous nous sommes attachés et c’est ce qui est présenté dans le premier
paragraphe de ce chapitre.

Poursuivant cette étude sur la relation entre la boucle ouverte et la boucle fermée,
notre objectif a été de mettre en évidence des propriétés des trajectoires en boucle ou-
verte, qui permettent de passer des trajectoires en boucle ouverte a un retour d’état
globalement stabilisant. Ces propriétés se traduisent par le fait que, pour tout x, toutes
les trajectoires en boucle ouverte, passant par x, suivent le méme chemin aprés le point
x. En se basant sur ces propriétés, nous construisons un retour d’état stabilisant pour un
réacteur exothermique continiiment agité.

Ensuite, nous nous sommes attachés a traduire ces propriétés numériquement. Sur
une classe de systémes non linéaires bien déterminée, nous avons développé une version
numérique de cette approche. La classe des systémes considérée contient entre autres les
systémes différentiellement plats et les systémes chainés. Nous appliquons I'approche nu-
meérique proposée sur des exemples non-linéaires classiques, et, notamment, pour controler
I’attitude d’un satellite & deux moteurs. Ces résultats sont présentés au paragraphe 3.3.



56 Chapitre 3. Controlabilité, stabilisabilité et stabilisation

3.2 Sur la relation entre controlabilité et stabilisabilité

Le systéme considéré par la suite est le suivant :
&= f(x,u) (3.2.1)

ouz € R", u € RP et f est continue et localement lipschitz en x uniformément par rapport
a u. Cette derniére hypothése est imposée pour garantir I'existence, pour toute condition
initiale et toute commande u(.), essentiellement bornée, de la trajectoire z(.;x,u). En
pratique, elle ne sera pas restrictive car les commandes considérées seront choisies dans
un ensemble borné.

3.2.1 Relation controélabilité-stabilisabilité : le travail de Clarke
et al. [1997]

Soulignons, tout d’abord, que I'objectif de cette présentation n’est pas de décrire de
facon trés détaillée le travail en question. Il est pour cela préférable de se référer a 1’original
du travail cité. L’objectif est double : il consiste tout d’abord & rendre compte aussi fideé-
lement que possible de I'idée générale qui sous-tend ce travail afin de mieux comprendre
I’approche permettant la construction d’un retour d’état non linéaire a partir de 'hypo-
these de controlabilité asymptotique. Le second objectif est que cette présentation soit
suffisamment détaillée pour que notre propre contribution puisse étre clairement dégagée.

Le travail de Clarke et al. est 'unique travail de la littérature que nous ayons trouvé
qui n’aborde pas le probléme de la relation "controlabilité asymptotique - stabilisabilité"
en partant d’une hypothése de régularité du retour d’état. En effet, comme nous 1’avons
exposé dans le chapitre précédent, une telle hypothése aboutit a une condition de Brockett
sur le systéme. Il est donc nécessaire de s’affranchir d’une telle hypothése si I'on veut
avancer vers ’objectif. La démarche adoptée par Clarke et al. est dans ce sens relativement
intéressante et singuliére ; elle consiste, en fait, a chercher "jusqu’ou" on peut se rapprocher
d’un retour d’état statique au sens de la définition 1.3.10 & partir d’'une hypothése de
controlabilité asymptotique.

Le probléme qui se pose alors est le suivant : pour une équation différentielle de la
forme (3.2.1) qui régit la dynamique d’un systéme et pour un retour d’état k ne vérifiant
aucune propriété de régularité, le terme méme de solution n’a pas forcément un sens.

L’approche de Clarke et al. a donc consisté dans un premier temps a définir un cadre
exact dans lequel le terme de solution a un sens. C’est ce que nous développons au pa-
ragraphe 3.2.1.1 avant d’énoncer le résultat principal. Il est important de souligner que
la définition de la solution de 1’équation différentielle adoptée (appelée m-solution) par
Clarke et al. découle directement de la maniére dont est construit le retour d’état, que
nous verrons au paragraphe 3.2.1.3.
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3.2.1.1 Il-trajectoire et s-stabilité

Définition 3.2.1. On appelle :
— partition de [0, +oo], toute suite T = (t;);en de nombres tels que :

t():O
Vi,j €N, i <y, t; <t

lim ¢; = +o00
1— 00

— diameétre supérieur de la partition 7w, le nombre défini par :

d(m) == sup (ti41 — ;)
ieN

— diamétre inférieur de la partition w le nombre défini par :

d(m) = inf (ti1 — 1)
On notera que le diamétre supérieur d’une partition peut étre infini et le diamétre inférieur
peut étre nul.

On peut alors définir la notion de m-trajectoire d’un systéme différentiel controlé par :

Définition 3.2.2 (w-trajectoire). La m-trajectoire, associée a un retour d’état k et a
une partition m d’un systéeme de la forme (3.2.1), est la fonction du temps obtenue en
résolvant successivement pour chaque i :

&= f(x,k(x(t;))) sur[t;, tiy] (3.2.2)

en utilisant la valeur finale de 'état x(t;) sur Uintervalle précédent comme initialisation.
On la notera x,(.; xg, k).

L’existence et 'unicité de cette solution découlent de I’hypothése que f est localement
lipschitz en x uniformément par rapport a wu.

L’équation (3.2.2) est en fait intermédiaire entre l'intégration d’Euler, ot on aurait
I'équation & = f(x(t;), k(x(t;))), et le retour d’état classique qui donne & = f(x, k(z)).

L’expression de la s-stabilité ci-dessous rappelle I'expression de la stabilité forte de
la définition 1.2.4 utilisée dans les travaux de Kurzweil [1957; 1963]. Elle donne une
importance primordiale a la boule de départ alors que la définition 1.2.3 privilégie la
boule "d’ou on ne sort pas". Ce choix découle de la construction du retour d’état qui
assure que partant d’'une boule de rayon R on aboutit dans une plus petite de rayon r
aprés un temps 7' qui ne dépend que des rayons de la boule de départ et de la boule
d’arrivée.

Définition 3.2.3. Le systéme (3.2.1) est dit globalement s-stabilisable s’il existe une
fonction mesurable k de R™ dans RP telle que les w-trajectoires du systéme bouclé :

= f(x,k(x(t;))) t;em

soient globalement s-stables, c’est a dire pour tout couple R > r > 0, il existe M(R) > 0,
T(R,r) >0 et §(R,r) > 0 tels que pour toute partition 7 telle que d(m) < §(R,r), on ait :
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1. (trajectoire bornée) Vo € B(R), ¥Vt >0, x,(t;xo, k) € B(M(R)).
2. (attractivité) Voo € B(R), Vt > T(R,r), x(t;x0,k) € B(r).
3. (stabilité) lim M(R) = 0.

R—0

Un retour d’état continu qui stabiliserait asymptotiquement le systéme (3.2.1) au sens
de la définition 1.3.11 le stabiliserait également au sens de la définition 3.2.3 [Clarke et al.,
1997].

La lettre "s" signifie échantillonnage (sampling en anglais). En effet, le retour d’état
est construit comme si 'information concernant 1’état n’était disponible qu’aux instants
de la partition.

Cette formulation de la stabilité de la w-trajectoire du systéme bouclé met en évidence
le fait que 0(R,r) peut tendre vers zéro avec R. Il peut étre nécessaire d’échantillonner
de plus en plus rapidement lorsque I’état tend vers 'origine. Si un tel retour d’état était
implanté, seule une stabilisation pratique pourrait étre garantie dans la mesure ou il
semble délicat de modifier la fréquence des échantillonnages.

3.2.1.2 Enoncé du résultat

L’énoncé du résultat établi par Clarke et al. est le suivant :

Théoréme 3.2.1 (Clarke et al. [1997]). Soit un systéeme 3 globalement asymptotique-
ment controlable dans le sens de la définition 1.5.8. Supposons de plus qu’il existe un voi-
sinage de l'origine V(0) C R™ et un compact U C RP, tel que pour tout xo € V(0), la com-
mande en boucle ouverte u intervenant dans la définition 1.3.6 puisse étre choisie dans U
presque partout. Alors le systeme X est globalement asymptotiquement s-stabilisable dans
le sens de la définition 3.2.35.

3.2.1.3 Grandes lignes de la preuve du théoréme 3.2.1

Le théoréme suivant est le point de départ de la construction proposée par Clarke
et al. :

Théoréme 3.2.2 (Sontag [1983]; Sontag et Sussmann [1995]). Le systéme (3.2.1)
est asymptotiquement controlable si et seulement si il admet une fonction de Lyapounov
V' infinitésimalement strictement décroissante, c’est a dire :

1. 'V est définie positive et propre,

2. il existe W : R* — R tel que pour tout compact X C R, il existe un compact
U C RP tel que l’on ait pour tout v € X :

i <-W
(Jnax min(f (z,u) < =W(z)
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o 0pV (x) (appelée sousdifférentielle proximale) est l’ensemble des points ( € R"
(appelés subgradients proximauz) pour lesquels il existe un voisinage ¥V de x et un
nombre s > 0 tels que pour tout y dansV :

V(y) > V() + "y —2) = s"[lz =y’

Ce théoréme signifie en fait qu'un systéme est asymptotiquement controlable si et
seulement si il existe une fonction de Lyapounov que I'on peut faire décroitre en jouant
sur la commande. Ce résultat est une généralisation du théoréme d’Artstein [Artstein,
1983]. La preuve est basée sur la construction d’une fonction W appropriée. V' est alors
le coit optimal du probléme de minimisation min [ W (z(t))dt. Quelques précautions
doivent étre prises afin d’assurer la continuité de V.

Dans le cas o1 V est différentiable, le théoréme 3.2.2 donne le résultat classique suivant.
Pour tout z, il existe u € U tel que :

oV

S @) (@) < ~W(a)

Il suffit alors théoriquement d’appliquer le retour d’état donné par :

k(x) = argé%in Z—Z(x)f(x, w)

Dans le cas présent, V' est uniquement continue ; tout le probléme consiste alors a adapter
la démarche précédente.

Soit R > r > 0 deux rayons et C(R, ) la couronne de rayon intérieur r et de rayon
extérieur R. Pour o > 0, on définit :

) 1 2
Vo(z) := inf |V (y) + 507 ly — ||

yeR”™

V, est localement lipschitz et est une approximation de V dans la mesure ou
limyyo Va(z) = V(z). On peut alors montrer qu’il existe m > 0, ap(R,7) > 0 et un
compact Ug tels que pour tout 0 < o < ap(R,7), pour tout € C(R,r) et pour tout
C € 5pVa(a;) .

. -
g&(f(x,w <-m

L’approximation V,, est une fonction de Lyapounov locale pour le systéme (3.2.1) que I'on
peut faire décroitre en appliquant la commande :

ko(z) := argmin (o (2) f(x, u) (3.2.3)

uelUpr

Aux points de différentiabilité (c’est a dire presque partout d’aprés le théoréme de Ra-
demacher [1919]), (o(2) = 2= (x). Ailleurs, (o(z) est choisi en utilisant des techniques
d’analyse discontinue, que nous ne développerons pas ici.
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Figure 3.1 — k(z) := kq, (z) pour z € {z; V,, () < ¢, Vi, > it}

Il reste alors a prouver que le retour d’état (3.2.3), construit sur la fonction V, alors
que la fonction de Lyapounov du systéme est V', stabilise malgré tout le systéme, avec
éventuellement « suffisamment petit afin d’approximer V' au mieux. En notant G(R, ) :=
{z, Vi(x) < minjy sk V(2)} et en utilisant un développement en série de Taylor de V,
le long des m-trajectoires du systéme bouclé, on peut montrer que pour tout R > r > 0,
si on choisit a plus petit qu'une valeur limite oo(R,r) > 0, il existe T(R,r) > 0 et
§(r, R, ) > 0 tels que pour toute partition = de diamétre inférieur a §(r, R, «) et pour
tout xy € G(R,a), on a x.(t;x0, ko) € G(R, ) pour tout t > 0 et x.(t; 0, ka) € B(r)
pour tout t > T(R, ).

On peut alors "globaliser” ce résultat en définissant des boules concentriques de rayon
(Ry)nez et en définissant le retour d’état k() := ko, (z) pour x € {z; V,, () < ¢p, Vo, >
Cni1} OU (@)nen et (¢)nen sont choisies telles que les V,,, = ¢, forment des courbes de
niveaux sur R" comme le montre la figure 3.1. Le retour d’état ainsi obtenu stabilise le
systéme au sens de la définition 3.2.3.

Remarque 3.2.1. On remarquera que, pour tout x dans la boule B(R), k(z) est dans
Ug qui est un compact dont le diamétre dépend de R. Or, pour tout ¢ > 0, z,(t;x, k) €
B(M(R)) ; pour toute condition initiale x € R™ et tout ¢ > 0, on a donc k(x,(t;x,k)) €

UM(R)-

3.2.2 Controlabilité-stabilisabilité : un point de vue horizon
fuyant

3.2.2.1 Reéflexions préliminaires

Le probléme de relation entre controlabilité asymptotique et stabilisabilité consiste
en fait a faire le lien entre les trajectoires tendant asymptotiquement vers l’origine et
Iexistence d’un retour d’état, autrement dit entre boucle ouverte et boucle fermée. Afin
de souligner ce lien, nous introduisons la notion suivante :
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Définition 3.2.4 (stratégie de commande). Nous appellerons stratégie de com-
mande toute application u de R* x R* dans RP telle que pour tout x € R*, la fonction
u(z,.) appartienne a L%

On peut alors reformuler, en terme de stratégie de commande, la controlabilité asymp-
totique de la maniére suivante :

Définition 3.2.5. Le systéme (3.2.1) est globalement asymptotiquement contro-
lable si il existe une stratégie de commande u telle que :

1. (attractivité) Yz, € R”, tlim x(t; xo, u(xp,.)) =0
—00

2. (stabilité) YR > 0, Ir(R) > 0 tel que Yxy € B(r(R)), on a x(t; xy, u(xg,.)) € B(R)
pour tout t > 0.

Dans cette définition, la stratégie de commande v n’est pas supposée vérifier de condi-
tion de régularité par rapport a xy.

Le lien entre controlabilité et stabilisabilité asymptotique apparait clairement avec
’écriture suivante de la stabilité asymptotique du systéme bouclé (3.2.1) (nous ne consi-
dérerons que ’énoncé global) :

Définition 3.2.6 (rappel de la définition 1.2.3). Le systéeme (3.2.1) est asymptoti-
quement stabilisable par un retour d’état si il existe un retour d’état k tel que :

1. (existence) Vo € R*, x(t; xo, k) existe pour tout t > 0
2. (attractivité) Voo € R, lim x(t; 29, k) =0
t—o0

3. (stabilité) YR > 0, Ir(R) > 0 tel que Yxy € B(r(R)), on a x(t;zo, k) € B(R) pour
tout t > 0.

L’éclairage apporté par les commandes de type horizon fuyant est trés intéressant pour
appréhender ce probléme. Nous laissons de coté I'aspect optimal généralement associé a
la commande & horizon fuyant dans la mesure ol, dans ce cas, il est nécessaire de faire
des hypothéses fortes afin de garantir la stabilité asymptotique du systéme bouclé [Mayne
et Michalska, 1990; Michalska et Mayne, 1991; Alamir et Bornard, 1994|. Le principe de
I’horizon fuyant est le suivant : chercher une commande en boucle ouverte et 'appliquer
pendant un temps 7. Au bout de ce temps 7, on recommence la recherche d’une commande
en boucle ouverte pour I’appliquer a nouveau pendant le temps 7, et ainsi de suite... Si 7
tend vers zéro, on tend vers le schéma temps-continu classique (cf. exemple 3.2.1) ; sinon,
on se trouve dans le schéma continu-discret.

L’exemple suivant est 1a pour mettre en évidence le fait que la recherche d’une com-
mande en boucle ouverte, telle que le systéme bouclé avec un processus de type horizon
fuyant soit asymptotiquement stable, n’est pas a priori évidente. Le cas suivant est traité
dans le schéma temps continu classique. La définition 3.2.5 signifie, en fait, qu’'un systéme
asymptotiquement controlable est un systéme pour lequel, il existe une stratégie de com-
mande u, ramenant 1’état du systéme asymptotiquement a 1’origine, avec des excursions
bornées. L’exemple 3.2.1 souligne que 'existence d’une telle stratégie de commande n’'im-
plique pas la stabilité du systéme bouclé avec un processus de type horizon fuyant exposé
ci-dessus.
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Exemple 3.2.1.
Reprenons le systéme proposé par Ryan [1994] et non stabilisable par un retour
d’état continu :

T =x+ |z (3.2.4)

Nous allons considérer deux stratégies de commande en boucle ouverte et
observer les conséquences d’un bouclage en terme de stabilité.

1. Considérons tout d’abord la commande en boucle ouverte définie par
(3.2.5). Dans le cas présent, u(z,.) est une fonction constante pour tout
reR

u: RxRY — R
(3.2.5)
(z0,t) — —2sign(zo)

Dans le cas d’une évolution du systéme sans perturbation, pour tout
g € R, la trajectoire en boucle ouverte est :

x(t; o, u(xy, .)) = xoexp(—t)

et donc u vérifie clairement les deux points de la définition de la controla-
bilité asymptotique 3.2.5, attractivité de 1’origine et stabilité de la boucle
ouverte. Si on boucle le systéme avec le retour d’état k(x) := u(x,0), le
systéme bouclé devient :

T =—T

et est donc clairement asymptotiquement stable.

2. Si nous considérons maintenant la commande en boucle ouverte (3.2.6).

u: RxR — R (3.2.6)
(zo,t) — sign(zg) ((114;3% — 1)

Dans le cas d'une évolution du systéme sans perturbation, pour tout
o € R, la trajectoire en boucle ouverte est :

14t
t' . pr— _—
x(t; zo, u(zo, ) Lo y
u vérifie également les deux points de la définition 3.2.5 dans la mesure

ou :

— lorigine est bien attractive,

— pour tout R > 0, il existe r := (2¢/2 —2) R tel que pour tout z, € B(r),
on ait z(t; o, u(zo,.)) € B(R).

Pourtant, si on boucle le systéme avec le retour d’état k(z) := u(z,0) = 0,

le systéme bouclé devient :

=z

et est donc clairement non asymptotiquement stable.
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D’un point de vue théorique, deux problémes bien distincts se posent :
— Est-il possible d’effectuer un choix sur les commandes en boucle ouverte afin de
garantir la stabilité de la boucle fermée ?

— Est-il toujours possible de se placer dans le schéma temps-continu ?
Notre objectif a été de répondre a ces questions. Comme dans le travail de Clarke et al.
[1997|, la réponse a la seconde question sera négative. En effet, une application infinité-
simale de la commande en boucle ouverte, peut ne pas étre mathématiquement fondée
car la notion méme de solution d’équation différentielle peut alors perdre son sens. Par
contre, comme nous allons le montrer, pour toute borne inférieure 6 > 0 quelconque, il
existe un retour d’état qui stabilise le systéme pour tout échantillonnage plus lent que §.
Il est donc en pratique possible d’échantillonner aussi vite que I'on veut, en se fixant §
suffisamment petit.

L’approche proposée par Clarke et al. [1997] et présentée ci-dessus masque cet aspect
des choses dans la mesure ou 'approche adoptée est de type Lyapounov. C’est sur la
décroissance d’une fonction de Lyapounov qu’est construit le retour d’état et non pas en
essayant, a partir de la boucle ouverte, de re-boucler le systéme. C’est cette approche que
nous nous proposons de suivre.

3.2.2.2 Enoncé du résultat

Avant d’énoncer le résultats, nous commencerons par quelques définitions afin de pré-
ciser quel type de stabilisation nous avons obtenu. Rappelons tout d’abord que nous nous
intéressons aux systémes de la forme :

&= f(z,u) (3.2.7)

ouxr € R*, u € RP et f est continue et localement lipschitz en z uniformément par
rapport a u. Sous ces hypothéses, pour toute condition initiale xq & ¢y et toute commande
en boucle ouverte dans L% | la solution de (3.2.7) existe et est unique sur un intervalle
[to, tr] (tf # to) [Filippov, 1988, théoréme 2|.

On étend la définition 3.2.2 de la w-trajectoire par :

Définition 3.2.7 (w-trajectoire). La m-trajectoire associée a une stratégie de com-
mande K et a une partition m d’un systéme de la forme (3.2.7) est la fonction du temps
obtenue en résolvant successivement pour chaque i :

&= f(x, K(z(t;),t)) pourt € [0,t;11 — t;] (3.2.8)

en utilisant la valeur finale sur l'intervalle précédent de [’état comme initialisation pour
Uintervalle suivant. On la notera également x,(.; xq, K).

Remarques 3.2.1. — Cette derniére définition englobe la définition 3.2.2 en prenant
K indépendant de t.

— Ce schéma consistant, a chaque instant de la partition ¢;, a appliquer une commande
en boucle ouverte jusqu’a I'instant suivant ¢;,1, est celui de ’horizon fuyant. Il est
clair que se posent les mémes problémes dans le cas ou une perturbation intervien-
drait entre les instants d’échantillonnage.
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Nous définissons :

Définition 3.2.8. Le systéme (3.2.7) sera dit globalement asymptotiquement cd-
stabilisable si pour tout 6 > 0, il existe un retour d’état K : R* x Rt — RP tel que :

1. pour tout v € R*, K(z,.) € LY,

2. pour tout couple R > r > 0, il existe M(R) > 0 et T(R,r) > 0 tels que pour toute
partition m, telle que d(w) > 0, on ait :

(a) (trajectoire bornée) Vxg € B(R), ¥Vt >0, x.(t;x0, K) € B(M(R)),
(b) (attractivité) Vxy, € B(R), Yt > T(R,7), x:(t;x0, K) € B(r),
(c) (stabilité) }gr% M(R)=0.

On remarquera que l'existence et 'unicité de la w-trajectoire découlent de 1’existence
et de I'unicité de la trajectoire sur chacun des intervalles [t;, ;1] [Filippov, 1988, théoréme
2]. 11 est donc inutile d’émettre une condition d’existence de celle-ci dans 1’énoncé de la
stabilité de la boucle fermée.

Dans notre schéma, il n’est pas nécessaire de faire tendre le diamétre de la partition vers
zéro pour avoir 'attractivité de Uorigine. Aussi parlons nous de cd-stabilité asymptotique.
Le préfixe "ed” signifie "continu-discret”. En effet, pour une partition 7 := (kT )jen
(T > 0), le schéma est en fait le schéma classique rencontré en continu discret a savoir,
quand le retour d’état est défini a partir de la mesure de I’état aux instants k7. Comme
nous ’avions préalablement expliqué en introduction, le diamétre de la partition peut étre
choisi aussi petit que ’on veut. Il ne peut cependant étre pris nul pour retomber dans un
schéma temps continu classique : comme dans le travail de Clarke et al. [1997], le retour
d’état perd alors son sens.

Notre objectif est alors d’établir I’équivalence entre la controlabilité asymptotique et
Iexistence de K. L’existence méme de K n’est pas évidente car il doit étre indépendant
de la partition 7 (dans la mesure ou celle-ci vérifie d(m) > 4) et étre valable pour tout
x. L'exemple 3.2.1 précédent, montre bien, dans le cas temps continu, que l'existence
d’une stratégie de commande stabilisante v n’implique méme pas que les trajectoires
zr(; 2, u(x,.)) solent attractives.

Notre résultat est alors le suivant :

Théoréme 3.2.3. Soit un systéme X globalement asymptotiquement contrélable dans le
sens de la définition 1.3.8. Supposons de plus qu’il existe un voisinage de l’origine V(0) C
R™ et un compact U C RP, tel que pour tout xo € V(0), la commande en boucle ouverte u
intervenant dans la définition 1.3.8 puisse étre choisie dans U presque partout. Alors le
systeme X est globalement asymptotiquement cd-stabilisable dans le sens de la définition
3.2.8.

On soulignera que 1’on obtient une équivalence entre controlabilité asymptotique et
cd-stabilisabilité dés lors que ’on suppose qu’il n’est pas nécessaire d’avoir une commande
qui tende vers I'infini pour ramener 1’état a 1’origine.
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3.2.2.3 Relation avec le travail de Clarke et spécificité de 1’approche

Les hypothéses retenues dans notre travail sont identiques a celles posées par Clarke
et al. [1997].

Notre résultat présente I’avantage de garantir I'attractivité de ’origine indépendam-
ment de la fréquence de I’échantillonnage dans la limite ou celle-ci n’est pas trop rapide.
Cela correspond plus aux schémas classiques de I’échantillonnage pour lesquels il n’est pas
réaliste :

— de devoir modifier la période d’échantillonnage en fonction des objectifs que 1’on se

fixe (dans le travail de Clarke et al. [1997] d(7) dépend de R et ),

— d’augmenter sans limite la fréquence d’échantillonnage pour des états au voisinage

de lorigine.
Le théoréeme 3.2.1 ne peut en fait garantir qu’'une stabilisation pratique.

Notre approche, de type horizon fuyant, a sa propre spécificité, et différe fortement de
celle utilisée par Clarke et al. [1997| (basée sur les fonctions de Lyapounov). Elle permet,
notamment, de mettre en évidence un résultat typique a I’horizon fuyant, & savoir que
pour tout systéme asymptotiquement controlable, on peut définir un coiit de type horizon
infini (cf. théoréme 3.2.4).

3.2.2.4 Preuve du théoréme 3.2.3 : (CDSAG) entraine (CAG)

Nous commencerons par établir que la CD-Stabilisabilité Asymptotique Globale (CD-
SAG) entraine la Controlabilité Asymptotique Globale (CAG). Cette implication est assez
immeédiat.

Soit u le retour d’état asymptotiquement cd-stabilisant et la partition 7 := (k)gen.
Pour tout zy € R", on définit la commande en boucle ouverte v,, par :

Vg  RT — RP

t = ul(z(E(t); x0,u),t — E(t))

ou E(t) désigne la partie entiére de ¢. On obtient alors directement la CAG du systéme.

3.2.2.5 Preuve du théoréme 3.2.3 : (CAG) entraine (CDSAG)

L’implication (CAG) entraine (CDSAG) est évidemment le plus délicate. Nous ne nous
intéresserons qu’au cas global. Bien évidemment, les résultats établis ici resteront valables
dans le cas local.

a. Définitions préliminaires

Le systéme (3.2.1) est supposé asymptotiquement controlable. De plus par hypothése,
pour tout compact X de R, u peut étre choisie dans un compact U (ne dépendant que
de X) de R? pour presque tout ¢. On définit :
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Définition 3.2.9 (stratégie stabilisante). Toute stratégie de commande v vérifiant les
points suivants sera appelée stratégie de commande stabilisante : pour tout couple
R>1r >0, il existe M(R) >0 et T(R,r) > 0 tels que :

1. (stabilité) lim M(R) = 0,

R—0

2. (trajectoire bornée) Vo € B(R), Vt >0, x(t;z,v(x,.)) € B(M(R)),

3. (attractivité) Vo € B(R), Vt > T(R,r), x(t;z,v(z,.)) € B(r).
Définition 3.2.10 (stratégie stabilisante bornée). Toute stratégie de commande

stabilisante v vérifiant en plus le point suivant sera appelée stratégie de commande
stabilisante bornée

4. (commande bornée) Pour tout compact X C R" et x € X, v(x,.) est dans un compact
U C R? presque partout.
La suite se décompose en trois parties principales :

1. Dans la premiére nous montrerons qu’il existe une stratégie de commande stabi-
lisante bornée autorisant la définition d’une fonction cott similaire & celle utilisée
dans la commande & horizon glissant infini (lemme 3.2.4).

2. Nous construirons ensuite un retour d’état faisant décroitre, pour toute partition
7 telle que d(m) > § > 0, la fonction coit précédente, a chaque instant ¢; de la
partition.

3. Enfin, nous montrerons que ce retour d’état cd-stabilise le systéme, obtenant ainsi
le théoréme 3.2.3.

b. Définition d’un codt

Nous allons ici montrer que :

Lemme 3.2.4. Si le systéme (3.2.1) est asymptotiquement controlable et que pour tout
compact X C R" il existe un compact U tel que pour tout x € X, u(x,t) puisse étre prise
dans U presque partout, alors il existe une stratégie de commande stabilisante bornée v et
une fonction G : Rt — RT de classe C! telle que :

1. G et sa dérivée g sont de classe K ,
2. pour tout x € R™, l'intégrale W (x,v(x,.)) suivante converge
+00
W(z,v(z,.) = i G ([lx(rs 2, vz, ))]) dr (3.2.9)
et, pour tout R > 0, il existe une fonction décroissante Ag : Rt — R telle que :
3. si R1 2 R2 2 0, on a AR1 (0) Z AR2(0),
5. pour tout x € B(R) et tout t > 0, ||z(t;z,v(z,.))|| < Ag(t),
6

. Uintégrale 0+°° G(Ag(7))dr converge.
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On remarque aisément que les points (5) et (6) impliquent le point (2). W (z,v(x,.)) est
le cotit associé a I’état initial et & la commande en boucle ouverte v(z,.). Le cott (3.2.9)
est sous une forme classique en horizon fuyant lorsque seul un objectif de commande est
posé (pas de coiit associé a la commande).

La preuve se déroule en quatre points de la maniére suivante :

1. Dans un premier temps, nous allons établir que le systéme (3.2.1) admet une stra-
tégie de commande stabilisante bornée v a partir du moment ou il est asymptoti-
quement controlable.

2. Ceci nous permettra, pour tout R > 0, de définir une fonction "gabarit” A g, vérifiant
les points (3), (4) et (5) du lemme 3.2.4.

3. Ensuite, en fixant R = R, le lemme de Massera [1949, lemme 12| nous don-
nera une fonction G, vérifiant le point (1) du lemme 3.2.4. et telle que 'intégrale
[7°° G(Ag(T))dr converge

0 R ge.

4. Pour conclure, nous vérifierons que, pour tout R, l'intégrale f0+°° G(Ag(7))dT est

effectivement convergente.

Cette preuve est développée en annexe A page 127.
c. Formulation du retour d’état stabilisant

Soit v, une stratégie de commande stabilisante bornée vérifiant le lemme 3.2.4 et C' > 0
une constante. On définit un découpage de R™ en boules concentriques B(%), k € Z. Par
définition d’une stratégie de commande stabilisante bornée, il existe, pour tout k € Z, un
compact UQ% tel que pour tout x € B(Q%), v(x,t) soit dans UQ% pour presque tout ¢ > 0.

Pour tout z € R*\{0}, on appelle :
— ng, le plus grand entier relatif n pour lequel = € B(Z%) Pour tout x € R*, d’apres
le lemme 3.2.4, on a :

Vit >0, lz(t; z,v(z, )| <A c (t)

2N

avec de plus, v(z,t) dans UzTo pour presque tout ¢ > 0.
— Ny, le plus grand entier relatif pour lequel il existe une commande en boucle ouverte
u(.) telle que :

u(t) € U ¢ presque partout
2nx

(3.2.10)
Vi >0, ||x(t;z,u)| < A%(t)
Il est clair, d’apreés le point précédent, que :
Ny > Ny (3.2.11)

On remarquera également que, sur toute trajectoire en boucle ouverte z(.;z,u), on
a, pour tout ¢ > 0 :

Ng(tiwu) = Na (3.2.12)
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car u(. + t) est une commande en boucle ouverte dans U_c¢_ telle que, pour tout
2Nz
t' >0, on ait :

et z(t;z,u),u(.+ 0O = [z + Gz, 0)]

< Ac(t'+1)
(3.2.10) 2ne

< Ao (t') car A ¢ est décroissante

ALz ALz

— U, C LY T’ensemble des commandes en boucle ouverte u vérifiant les conditions
(3.2.10). On notera que, par définition de 7, U, n’est pas vide.
On définit enfin :

W(z) :=inf {W(x,u); ue U,} (3.2.13)

W (z) est le coiit minimum associé a x.'
Lemme 3.2.5. Avec les notations précédentes, pour tout & > 0, il existe une fonction
es(x) définie (i.e. es(x) =0 & x=0), telle tout retour d’état de la forme :

K(z,t) :=u(t) avecu € Vy:={u € Uy; W(x,u) < W(x)+es(x)} (3.2.14)

cd-stabilise (3.2.1) au sens de la définition 3.2.8.
La preuve de ce dernier lemme achéve la preuve du théoréme 3.2.3.

d. Preuve du lemme 3.2.5

Avant tout, remarquons que la définition de U, et I’équation (3.2.12) nous donnent le
long des m-trajectoires :

vVt > 0, Ny (b2, K) > Ny (3.2.15)

Les points 1. et 2.(a) et 2.(c) de la définition 3.2.8 sont assez immédiats a vérifier :

1. Par définition, pour tout z € R, on a K(xz,.) =u(.) € V, C U, C LY.

2. Pour toute partition m = (¢;);en, la m-trajectoire du systéme (3.2.7) associée au
retour d’état K vérifie :

(a) pour tout R > 0, tout x € B(R) et tout t >0 :

a(t; 2, K) c B<mpAou0

(3.2.15) teR+ 2@

e B(Ac(m)
c B(Ac(m)

lemme 3.2.4.(3)

car A _¢ est décroissante

2Nz

et (3.2.11)
En notant ng := inf n,, on a donc :
z€B(R)
vtz K) € B (A%(O)) (3.2.16)

I n’existe pas nécessairement de commande u € L& telle que W (z,u) = W (z).
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(c) Le lemme 3.2.4.(4) nous indique que :

Il reste donc, pour conclure, a établir le point 2.(b) de la définition 3.2.8.

Soit deux rayons R > r > 0, I’état initial € D(r, R) du systéme et 'état z,(t;; x, K)
du systéme a l'instant ¢; de la partition avec le retour d’état K défini par (3.2.14). L’ob-
jectif est donc d’établir qu’il existe un temps T'(r, R) tel que, pour toute partition 7 de
diamétre inférieur d(w) > 0 et tout x € D(r,R), on a x.(t;xz, K) € B(r), pour tout
t>T(r,R).

La preuve de ce dernier point se déroule en trois étapes :

1. Nous montrons d’abord que pour tout R > r > 0, il existe un entier Ny(r, R) tel

que, pour tout € R", toute partition , telle que d(7) > §, et tout instant ¢; de
la partition tel que z,(t;x, K) € D(r,R), on a ot (b ey ooy K) > T (1350, K)- BT
d’autres termes, 7,12, k) incrémente de un, au pire des cas, tous les Ni(r, R) pas
d’échantillonnage.
Ce point est la conséquence du choix que nous allons faire de £5. Celui-ci garan-
tira la décroissance du coiit W & chaque instant ¢;, impliquant la décroissance de
|z (t;; z, K)|| et par conséquent, au bout d’un certain nombre de pas, la croissance
de ﬁmﬂ-(ti;w,K)-

2. Nous déduirons, assez directement, que pour tout R > r > 0, il existe un entier
N(r,R) tel que, pour toute partition 7= de diamétre inférieur d(7) > § et tout
v € D(r,R), on a x.(t;x, K) € B(r), pour tout t > ¢y r).

Ce point est proche de notre objectif, a la différence suivante prés : autant N(r, R)
est indépendant de la partition, autant ce n’est pas le cas de l'instant ¢y, r)-

3. Dans un dernier temps, nous montrerons donc I’existence d’un temps 7T'(r, R), indé-
pendant des partitions.
Ce dernier point est la conséquence du choix des commandes en boucle ouverte
dans V,, dont les trajectoires correspondantes sont toutes dans le gabarit Ag(t). Si
I’écart entre deux instants t; et ¢;,; d’une partition devient trop grand, la trajectoire
rentrera "en boucle ouverte” dans la boule B(r). On peut ainsi déduire qu’il existe
un temps 7°(r, R) pour lequel, méme si ¢y, > T'(r, R), la trajectoire aura rejoint
la boule B(r).

Les principales notations utilisées ici sont récapitulées en annexe B.

Existence de Ny(r, R) :

Soit un réel 6 > 0 fixé et I', la primitive de G s’annulant a l’origine :

D(t) = /OtG(T)dT (3.2.17)

Conformément a I’équation (3.2.15), pour toute partition 7, on a le long des m-trajectoires :
N (tis150,K) = T (ti52,k)- Pour plus de concision, notons x; := . (t;; x, K), I'état du sys-
téme a l'instant ¢;. L’état x;,1, a l'instant ¢;,1, est obtenu en intégrant (3.2.1) entre ¢; et
ti11 avec pour commande K (x;,t) = u;(t), ot u;, de par le choix (3.2.14), est telle que :

W(x;) < Wz, u;) < W(x;) +es(x;)
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Or, si g,,, = Ny, la commande u;(. — (t;41 —1;)) est également dans U,,, , entrainant :
Wi(zip1) < Wi(wigr, i — (tigr — )
tit1—t;
< Waw)= [ Glla(rmu)dr
" tit1—t;
< Wiz +es(xy) —/ G(||z(7; zi,u;) ) dr (3.2.18)
0
or :
tiy1—t; d
/ G(||x(7; 24, ui)||)dT > / G(||x(7; zi,uy) || dT (3.2.19)
0 0
en définissant :
Vp>0,  S(p):=max( sup |f(z,u)],1) (3.2.20)
zEB(A,(0))
uclU,
5’(2%) est une majoration de la dérivée par rapport au temps de la trajectoire x(.;x, u),

dés lors que u € U,. En utilisant cette majoration dans I'inégalité (3.2.19), on obtient :
tiv1—t; min ( HE;” 75> C
[ tetn = [V 6 (-5 () 7) ar
0 0 i
1 C N ol
> e [Tl =1 il = 5 (5 ) win S))| 2o
S(5%) [ 2 § (77)

le "min" provenant du fait que si S(”x(@” 7 < d, la fonction ||z;|| — S(Zﬁc;i )7 s’annule avant
2"

que 7 ne vaille §. En combinant les inégalités (3.2.18) et (3.2.21), on obtient :

W@HQ_W@»g@u»—gigjﬁmmm—r(mm—SQ%>mm(4§bﬁ)ﬂ

L’objectif est donc de choisir €5 de sorte que le membre de droite de cette derniére inégalité
soit strictement négatif. Si on choisit :

— i L0 \ L=l
£(z;) := min (S( & ) (3.2.22)

o)zl )2

Avec ce choix :

! % <d,ona:
1
Wizip1) = W) < esm) - e )F(vaz'll)
2"
< —es(xy) (3.2.23)
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fSi%>6,ona:
2T

Wiai) = Wlo) <o)~ 5y () -1l - 55 (55 ) )|

5, e s (et - (el 55 () )]

PR
N(EAD: 1 08 (5% < C )
< - — 1— —222 N T([|a|) = T { [ail] — S (52
2wl 5 GL) T (D) [ (557)
05(er)

Comme 0 <
sait que :

ol < 1 et que, G étant croissante, sa primitive I' est convexe, on
12

(1 _ %) el > (el =05 (5-))

ce qui, dans I'inégalité précédente, donne :

W(ziy) — W(x;) < —es(x;) (3.2.24)
Dans les deux cas (3.2.23) et (3.2.24), on a W (z;41) — W (x;) < —e5(x;).

De plus, si on note pour R >1r > 0 :

gs(r,R) :== inf e5(x)

z€D(r,R)

on peut montrer que £5(r, R) > 0. En effet, par définition de S, donnée par I’équa-
tion (3.2.20), on a nécessairement S(5%) < S(3%) < S(3%), avec, rappelons le,
ng := inf,epr) ng. Par conséquent, en utilisant la définition de 5, on a :

in (L YT S 1 o\ ()
es(z) = (S(C)’||x||> 5 2 (S(C)’HxH) 5 (3.2.25)

2na 2"R

et comme le membre de droite de I'inégalité (3.2.25) est continu en z, on a bien g4(r, R) >
0, pour tout R > r > 0.

Remarque 3.2.2. 0 peut étre choisi aussi petit que ’on veut, cependant, il ne peut pas
étre nul. En effet, outre les éventuels problémes de définition d’une solution, on ne pourrait
plus dans ces conditions garantir que g5(r, R) > 0. Or, comme nous allons le voir, c’est ce
point précis qui assure convergence de 1’état vers l'origine.

Les deux points ci-dessous sont illustrés par la figure 3.2 et nous permettent de définir
Ni(r, R) :
— D’aprés le lemme 3.2.4, toute trajectoire issue de la boule B(R) reste dans la boule
B(Ag(t)). En particulier, on a :

FeDR) = W) < [ GAn(r)dr (3.2.26)

0
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— Comme la dérivée de la trajectoire peut étre bornée sur tout compact (équation
(3.2.20)), si x appartient au disque D(r, R), le cout W (x) est nécessairement plus
grand qu’un cott minimum W,,;,(r) qui correspond a la décroissance la plus rapide
possible de I'état vers l'origine. Cela donne :

W(z) < Wpin(r) = x € B(r) (3.2.27)

G(Ar(.))

Gl (2,02, )))

Winin (T)

Figure 3.2 — Majoration et minoration de W (x) pour x € D(r, R)

Par conséquent, en choisissant Ni(r, R) comme le plus petit entier tel que :

| o0
Ni(r, R) > BE0) < i G(Ag(7))dr — Wmm(r)> (3.2.28)

on peut garantir, achevant ainsi la preuve de la premiére étape, que, pour tout x € D(r, R),
on a :

N (ti 3, ()i K)

> Ny (ti2,K) (3.2.29)

Existence de N(r, R) :

La figure 3.3 illustre les différentes boules considérées ici.

L’existence de N découle directement de N;. En effet, définissons :

m(r) := inf {m €Z; B <M (2%)) C B(r)} (3.2.30)

De par sa définition et par I’équation (3.2.16), m(r) est le plus petit entier tel que, pour
tout = dans la boule B(%), la trajectoire x,(.; z, K) reste dans la boule B(r).

En utilisant cette définition et le fait que, pour tout x € D(r, R), on a n, > ng, il
suffit, d’aprés le point précédent, de choisir pour tout & > r > 0:

N(r,R) == N, <% R) (m(r) — ng)
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B(R)
B(5%)
’ B(5)
/ B(’f’)
B(M (5:57))

Figure 3.3 — Illustration des boules B(R), B(r), B(M(55%+)), B(55%) et B(:%).

2m (1) om(r) 27k

pour pouvoir garantir que, pour toute partition 7 de diamétre inférieur d(w) > §, tout
x € D(r,R) et tout i > N(r,R), on a Ny (4,0,5) < m(r). Par conséquent, pour tout
i>N(r,R), z(t;;2,K) € B(%), ce qui implique que pour tout ¢ >ty gy, T (t; 7, K) €

B(M(%)) C B(r). Ce dernier point n’est autre que 'objectif que nous nous étions fixés

dans ce paragraphe.

Existence de T'(r, R) :

Il nous reste donc a montrer que 7'(r, R) peut étre choisi indépendant de la partition.

A chacun des instants d’échantillonnage (;)icjo,n(r,r)), conformément a I’équation
(3.2.14), la commande u a appliquer est choisie dans 'ensemble V.0 k) C Uy (ty10,K)-
Or, par Iéquation (3.2.12), pour toute partition 7, on a Uy, (,.2,x) C Us. Il en découle que
u € Uy, et donc par la relation (3.2.10) : z(¢;z,u) € B(Ag(t)). Par conséquent, si I’écart
entre 'instant d’échantillonnage ¢; et le suivant ¢;,; est trop important, la trajectoire re-
joint, "en boucle ouverte", la boule B(m(r)) au bout d’un temps T},4. (7, R) ne dépendant
que de r et R (et donc pas de la partition). On peut alors conclure en prenant :

T(T, R) = N(T, R)Tmax(ra R)

Ainsi, pour toute partition 7 de diamétre inférieur d(7) > § et tout = € D(r,R), on a
zr(t;x, K) € B(r), pour tout ¢t > T'(r, R).

Ce dernier point termine la preuve. Le retour d’état proposé au lemme 3.2.5, cd-
stabilise le systéme (3.2.1) au sens de la définition 3.2.8 et on a établi que (CAG) entraine
(CDSAG).
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3.2.3 Conclusion et pistes de réflexion

Nous avons donc établi dans ce paragraphe, qu'un systéme asymptotiquement contro-
lable est également asymptotiquement cd-stabilisable par un retour d’état deés lors que ’on
pose I'hypothése technique qu’il n’est pas nécessaire d’utiliser une commande infinie pour
ramener, en boucle ouverte, les états a 'origine. Partant des mémes hypothéses que celles
utilisées par Clarke et al. [1997|, notre approche apporte un élément nouveau au sujet
dans le sens o1, si on se place dans un schéma échantillonné classique (période fixe), cette
période ne dépend pas, dans notre schéma, des objectifs. On aboutit, par conséquent, &
une stabilisation asymptotique et non pratique comme dans le travail Clarke et al. [1997].

L’étude de la robustesse du retour d’état proposé serait, de par la complexité de sa
définition, un travail en soi. Cependant, la continuité du champ f apporte quelques pistes
de réflexion : il est, en effet, raisonnable de penser que si ' est proche de z, il existera deux
commandes u, et u,s proches (au sens de la distance sup) telles que les cotts associés W (x)
et W(a') soient également proches 'un de l'autre. Il en résulte que la stabilité obtenue
est, selon toute vraisemblance, une propriété ouverte : il existe une fonction p de classe K
telle que le systéme :

i€ f(x,u)+ B(p(z)) (3.2.31)

reste stable sous le retour d’état (3.2.14). Ce dernier point, vérifié dans le travail de Clarke
et al. [1997|, reste a expliciter formellement. Si une telle propriété est vérifiée, il existe
po tel que pour toute perturbation w(z) de norme inférieur & py, on puisse garantir une
stabilisation pratique du systéme (3.2.31).

3.3 Dela commande en boucle ouverte i la stabilisation

3.3.1 Introduction

Dans la suite de notre travail, nous nous sommes intéressés a la conception de retours
d’état stabilisant & partir de commandes en boucle ouverte du systéme (3.3.1). Bien que
basé sur des techniques de type horizon fuyant, notre objectif a consisté a éviter que
n’intervienne un critére dont la minimisation est parfois délicate.

Il existe en fait relativement peu de méthodes permettant de stabiliser les systémes
non linéaires sans hypothése de structure et les retours d’état issus de trajectoires en
boucle ouverte ne sont pas trés fréquents, hormis la commande optimale. Bien que nous ne
citerons pas de travaux concernant la commande optimale, on pourra cependant remarquer
le travail de Zarkh [1995], o, pour éviter le calcul de la commande optimale a chaque
pas, il est proposé une correction a chaque instant de la commande optimale en boucle
ouverte.

Les trajectoires en boucle ouverte interviennent fréquemment en robotique ou elles
jouent un role prépondérant. Le travail de Teel et al. [1995] peut étre mentionné comme
exemple de construction de retour d’état pour les systémes chainés, basé sur un faisceau
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de commande en boucle ouverte ramenant asymptotiquement I’état a I’origine. L’évolu-
tion des systémes en milieu hostile (obstacle, etc.) fait également largement appel a la
génération de trajectoires en boucle ouverte. Elles sont ensuite suivie ou re-calculée sui-
vant qu'une perturbation est venue, ou non, dévier le systéme de sa trajectoire prévue (on
pourra consulter Kawaji et Matsunaga [1992]).

Enfin, les commandes en boucle ouverte sont largement utilisées dans le cas des sys-
témes différentiellement plats [Fliess et al., 1992, 1995, 1996|. En effet, dans ce cas, la
trajectoire en boucle ouverte du systéme peut étre paramétrée par la trajectoire d'une
variable appelée sortie plate, évitant I'intégration du systéme. Un retour d’état peut alors
étre construit en régulant 'erreur entre la trajectoire du systéme et une trajectoire a priori
définie ayant un comportement asymptotique stable.

L’idée générale du travail qui suit est la suivante :

Si on est capable pour tout instant ¢ et tout état x donné de définir une
commande en boucle ouverte u,(.) ramenant le systéme de cet état a origine
(asymptotiquement ou en temps fini), alors a 'instant suivant ¢+ d¢ (éventuel-
lement infiniment proche de t) et en I’absence de perturbation, la commande
u, (. — dt) raméne toujours le systéme asymptotiquement a I’origine.

Dans la premiére partie, nous nous intéresserons a une expression plus rigoureuse du point
précédent en caractérisant la stabilité asymptotique de la boucle fermée. Pour cela, nous
ajouterons des hypotheéses additionnelles a celles, minimalistes, que nous avons considérées
jusque la. Nous présenterons, dans une seconde partie, une forme algorithmique de la
commande et, notamment, nous stabiliserons 'attitude d’un satellite & deux moteurs.

3.3.2 Conditions suffisantes de stabilisation

Nous considérons les systémes asymptotiquement controlables de la forme :
= f(z,u) (3.3.1)
oux € R", u € R et f est supposée continue.

L’objectif est ici de formuler une condition nécessaire sur une stratégie de commande
u: R" x Rt — RP de telle sorte que le systéme bouclé :

& = f(x, k(z))

ait un sens et soit asymptotiquement stable avec le choix k(z) := u(z,0). On pourra se ré-
férer a 'exemple 3.2.1 qui montre que, méme pour une stratégie de commande stabilisante,
le bouclage k(z) := u(z,0) ne stabilise pas forcément le systéme.

3.3.2.1 De la boucle ouverte a la boucle fermée

Nous appellerons stratégie de commande attractive toute stratégie de commande
(cf. définition 3.2.4) u telle que pour tout z € R", tlim z(t;z,u(z,.)) = 0. Une stratégie
— 00

de commande attractive est donc une stratégie de commande rendant ’origine attractive.
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L’ensemble constitué des trajectoires en boucle ouverte {z(.;z,u(z,.)); v € R"} sera
appelé ensemble des trajectoires attractées.

Pour toute stratégie de commande attractive, on peut définir la fonction :

T, : R'xR — R" (3.3.2)

(0) = b))
Remarque 3.3.1. Jusqu’a présent, seule une convergence asymptotique vers ’origine des
trajectoires de la boucle ouverte est requise. Cette hypothése est donc plus faible qu’'une

I’hypothése de nulle controlabilité asymptotique 1.3.8. On peut donc raisonnablement
supposer que le systéme (3.3.1) admet une stratégie de commande admissible.

Définition 3.3.1. On appellera stratégie de commande admassible toute stratégie de
commande attractive u telle que :

1. th,tQ € R+, tl S tg and Vx € Rn,
Tu(Tu(IL’,tl), tg) = Tu(]), tl + tz) (333)

2. T, est continue en x uniformément par rapport au temps :
lim |:Sllp ||Tu(x,t)||] =0 (3.3.4)
=0 | ter+

On a alors :

Théoréme 3.3.1. Si il existe une stratégie de commande admissible u pour le systéme
(3.5.1) alors la boucle fermée & = f(x,u(x,0)) est globalement asymptotiquement stable.
Si, pour tout x € R", T, (x,.) est carré sommable, alors [ ||T,(z, )| dr est une fonction
de Lyapounov.

3.3.2.2 Preuve du théoréme 3.3.1
La preuve de ce théoréme est basée sur la propriété clé (3.3.3). Pour toute condition

initiale zo € R™ tout t > 0, la trajectoire en boucle ouverte x(.;xq, u(xg,.)) est solution
de I’équation différentielle :

= f(z,u(xo, 1)) z(0) = xy (3.3.5)
ce qui donne :

T (t; xo, u(wo,.)) = f(x(t; 2o, u(xg, .)), u(x0,t))

Pour tout 7 € [0,¢], on a par la définition de T, (équation (3.3.2)) et par la relation
(3.3.3) :

x(t; xo, u(wo,.)) = x (t — 752 (73 20, u(20, .)) , 0 (2 (T; 20, u(T0,.)) , -))
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et donc en utilisant (3.3.5), on obtient :
&(t; o, u(xy,.)) = f(x(t; 20, u(xo,.)), w0, t))
=  flx(t—m7;2(m;20,u(T0,.)),u (2 (T; 20, u(T0,.)),.)),u(x(T;x0,u(T0,.)) , t — 7))

3 1 @ T0,u(z0,), (@ (7550, ulwo, ) £ = 7))

Cette derniére équation est vraie pour tout 7 € [0, ¢] donc en particulier pour 7 =1¢ :
E(t; xo, u(wo, .)) = f (x(t; o, u(g,.)), u (x (t; 20, u(z0,.)),0))
La trajectoire x(t; xg, u(zo,.)) est donc également solution de I’équation différentielle
&= f(z,u(z,0)) z(0) = xg (3.3.6)

La trajectoire en boucle ouverte d’un systéme dont la stratégie de commande u est telle
que (3.3.3) soit vérifiée est donc exactement identique a la trajectoire du systéme bouclé
(3.3.6) avec u(x,0) comme retour d’état.

Nous pouvons donc considérer le systéme autonome (3.3.6). On sait par hypothése que
lorigine est globalement attractive par définition des stratégies de commandes attractives
et que les trajectoires sont continues par rapport a la condition initiale par (3.3.4). Il suffit
donc d’en déduire la stabilité de 'origine.

Il est connu que dans le cas des systémes autonomes, ['attractivité uniforme couplée
a la continuité des trajectoires par rapport a la condition initiale implique la stabilité
asymptotique du systéme [Hahn, 1967, théoréme 38.1.]. C’est, dans notre cas, la méme
propriété qui s’applique : par uniforme continuité a ’origine on sait que pour tout R > 0,
il existe un voisinage V(0) de l'origine tel que :

Ve e V(0), sup ||z(t;z,u(z,.))|| < R

teR+

ce qui n’est autre que la stabilité du systéme.

Soit V' la fonction suivante :
+o00
Vix) = / Tz, 7)||2dr (3.3.7)
0

Soit x I’état du systéme a un instant t. Soit dxpo (resp. drpp) I'évolution de ’état le long
de la trajectoire en boucle ouverte (resp. en boucle fermée) pendant un temps dt. D’apreés
(3.3.6) et (3.3.5), la trajectoire en boucle ouverte est identique a la trajectoire en boucle
fermée :

dV(ZL‘)|BF = V(l‘ + dl‘BF) — V(l’)
= V(IL’ + dl‘Bo) — V(IL‘)

dt ,
= [ 1@
0
ce qui donne :

fim 2

_ 2 (12
lim S — 7, 0) e

V' vérifie les propriétés suivantes :
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- g(x) > o(||z]]) avec ¢ de classe K
_ V(@)lsr < —(||x||) avec ¢ de classe K

V' est une fonction de Lyapounov

3.3.2.3 Remarques

— Un des intéréts du théoréme 3.3.1 est de ne faire intervenir que des conditions sur la
boucle ouverte, et non sur le systéme. Celles-ci sont beaucoup plus faciles a vérifier
que par exemple une hypothése de controlabilité asymptotique.

— Si on suppose 'existence d’une commande optimale u(x) associée a un coit J(x, u)
(calculé soit sur un horizon infini, soit sur un horizon fini avec contrainte finale sur
’état), a savoir :

4 := argmin J(z, u)
u

alors, &(.;x,u(x)) vérifie la définition 3.3.1. La propriété (3.3.3) n’est rien d’autre
que le principe d’optimalité de Bellman.

3.3.3 Application & un réacteur exothermique agité

Nous présentons ici la construction d’un retour d’état stabilisant basé sur le théo-
réme 3.3.1 pour un réacteur exothermique continiment agité ("Continuous Stirred Tank

Reactor" ou CSTR) .

3.3.3.1 Dynamique du CSTR

Nous considérons la réaction exothermique du premier ordre ayant lieu dans un ré-
cipient immergé dans un bain. Il s’agit d’'un procédé alimenté en continu. Les équations
d’états sont les suivantes :

i1 = D(1—z)exp <7f;> — 1 (3.3.8a)
Ty = BD(1 —x)exp ( T2 ) — Ty + fBxy — 22) (3.3.8b)
Y+ T2

ou x; est la concentration en reactif, x5 est la température adimensionnelle du réacteur et
x est la température adimensionnelle du fluide du bain. x; est habituellement la variable
de commande. Cependant afin de prendre en compte un retard dit au temps nécessaire au
transfert de chaleur entre le récipient et le fluide de refroidissement, la commande utilisée
sera u; I’équation (3.3.8¢) modélise ce retard et le paramétre ¢ permet régler le temps de
transfert de la chaleur en fonction de la conductivité thermique des différents éléments.

2% = (29, 23, 2%) sera I’état initial du vecteur d’état z = (1, 72, 7). Les valeurs numé-

riques des différents paramétres utilisés sont consignées dans le tableau 3.1. Ce systéme
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est connu pour avoir un comportement statique et dynamique délicat comme nous allons
le montrer. L’objectif n’étant pas de rentrer dans les détails de la modélisation, nous
conseillons la lecture de Uppal et al. [1974] et des références qui y sont mentionnées a
tous ceux désireux de plus d’informations sur ce point.

7y D |B| g |9
2010.072 1 8 1033

Tableau 3.1 — Données numériques tirées de Buescher et Baum [1995]

3.3.3.2 Comportement asymptotique

On peut aisément vérifier que si I’on impose une valeur finale xg a I’état xo, les autres

états voient leurs valeurs finales uniquement déterminées par xg en utilisant les équations :

o = _Do(x) (3.3.9a)
1+ D®(z))

o = % (1+ B)a] — %] (3.3.9b)

' = a2t (3.3.9¢)

avec : ®(x)) = exp (77_?%;5) (3.3.9d)

Or, si on regarde la figure 3.4(a), on remarque que le linéarisé est instable pour toute valeur
de z} dans lintervalle [2,3.5]. Si aucun retour d’état n’est utilisé, le systéme "saute” du
point d’équilibre désiré mais instable vers un point d’équilibre stable mais non désiré
qui correspondra a la méme valeur asymptotique de la commande. Ainsi, sur la figure
3.4(b) est représenté en pointillé I'intégration numérique du systéme en boucle ouverte.
Les erreurs dues a la méthode numérique d’intégration utilisée font que la trajectoire ainsi
obtenue n’est pas celle théoriquement escomptée (trait continu).

3.3.3.3 Expression de la loi de commande

Notre objectif est de stabiliser le CSTR autour d’un point d’équilibre z/ qui, par les
équations (3.3.9), est entiérement déterminé par 3. L’objectif consiste donc a trouver
une stratégie de commande admissible u(z,.) pour le systéme (3.3.8). Rappelons que
nous notons T, (, 2}, .), la trajectoire en boucle ouverte du systéme (3.3.8) avec = comme
condition initiale et 2/ comme valeur asymptotique. Comme 2/ est uniquement déterminé
par xé, on peut noter 7;, comme une fonction de ’état initial x, de I’état final :L'£ et du
temps. Dans le théoréme 3.3.1, la stabilité asymptotique considérée est relative a l'origine ;
ici, la stabilité est souhaitée autour d’une valeur finale 2/ qu’il faut donc mentionner dans
I’expression de T,. Des équations (3.3.8), on constate aisément que, si x1(.) est connu, on
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ajectoire théorique

trajectoire obtenue par intégration

Z1

(a) Valeurs propres du linéarisé (b) Instabilité de la boucle ouverte

Figure 3.4 — Comportement de la boucle ouverte

peut déduire successivement xo(.) puis z;(.) et enfin la commande u. La recherche d’un
stratégie de commande admissible peut donc se limiter & x;. Nous limiterons, de plus,
notre choix aux stratégies u telles que, si T, ; désigne la j-iéme composante de la fonction
T,, on ait :

N
Toilz,zh,t) = U()a(z,zd) = ao(z, z]) + Zai(x, z)) exp(—oit)  (3.3.10)

i=1
avec : Vi,j 1>7>0 = o0;>0;>0

ou U(t) = (1,exp(—oit),...,exp(—ont)) est une base fonctionnelle et a(z,zf) =

(ao(z, ), ..., an(z,2}))T sont les coordonnées de T, (x, 23, .) dans cette base.

Un retour d’état peut alors étre obtenu en suivant les différentes étapes suivantes.
Il faut souligner que dans le cas du CSTR, le retour d’état peut étre analytiquement
calculé. Ceci est essentiellement di & une propriété structurelle autorisant une sorte de
triangularisation du systéme. Quoiqu’il en soit, nous verrons par la suite que ce retour
d’état se préte, tout du moins dans une version approchée, assez commodément a une
implémentation numérique.

Premiére étape : [Calcul de a(z, z1)]
La condition initiale = et la valeur finale de la température du réacteur :L'£ nous donnent

un systéme linéaire d’équations d’inconnu a. Un choix de dimension de la base W de N = 3
nous assure ’existence et l'unicité de a pour tout = et xg donnés :

-1

1 1 ... 1 1
D& (z))
1 0 ... 0 —— 2
a = 14+D®(a) (3.3.11)
0 —01 —ON .'i'l
0 o ... o% i



3.3. De la commande en boucle ouverte a la stabilisation 81

avec

jﬁ'l = _D(]_—IL'I) exp( T%2 >—IL'1

Y+ 22
D~?(1 —
I = —1 [1+Dexp< i >]+ 7 il)exp< T )
Y+ Tg (’Y+x2) Y+ X9

VT2

—T9+ BD(1 —x1)e Tj—1T

[ 2+ ( 1) Xp<7+x2>+5(J 2)]
Indépendamment du choix de (01, 09, 03), Ty, 1 (2, xé, t) est pour tout ¢ > 0 uniquement

déterminé par la condition initiale z et 1’état final désiré xg

Deuxiéme étape : [Calcul de u(z, 2], .)|

Une fois que la trajectoire Tu,l(x,xg,.) est connue, on peut déduire les trajectoires
Tyolz,x},.), Tus(z,x},.) et la commande en boucle ouverte correspondante u(z,3,.).

Pour simplifier les expressions, nous noterons :

Ti(.) = Tu,l(x7x£7‘)
TQ() Tu,2(xax£7')
Tg() Tu,S(xaxga')
u(l) = ulz,xl,.)
On a pour tout ¢ > 0 :
v 1n @(¢)
L(t) = W
T = & (T + 5+ DT - B +Ti(0)
ut) = T3(§t)+T3(t)
() +Th(1)
"0 = ba-tm)
o T - ) + TR + Ti)
o) = D(1 - T1(t))?
g —ne) +heBo+he  2H (Tl(t)(l—Tl(t))+T12(t)+T1(t))
b(r) = DO —Th()? ’ ba-n#)y
o b ()y?
B = 556 - memy
R TOr T 10 B ot) 2
T2(t) - @2(25) (fy —In (I)(t))Z * q)(t) (7 - ln(I)(t))3
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7i(t) = 5 (Talt) + (5 + DEafe) — BE® +T1(0)

Derniére étape : [Appliquer u(z, 25, 0)]

Le retour d’état rendant z/ asymptotiquement stable est alors simplement donné par

k(z,x)) := u(x, 23, 0). Le choix de (01,09, 03) reste libre et permet de régler le comporte-

ment du systéme pendant le transitoire.

3.3.3.4 Stabilité de la boucle fermée

Nous allons ici simplement vérifier que u est bien une stratégie de commande admissible
au sens de la définition 3.3.1 pour le systéme (3.3.8).
— T(.) vérifie (3.3.3). En effet, pour tout z € R" et t; > ¢, >0 :

3
Ti(t) = ao(x,x§)+2aj(x,x£)e’”jtl

3

Ti(h) = Y —oja;(z,xf)e "

i=1

3
Ti(t) = Y olaj(x,al)e "
j=1

on a donc :
Tl(tlf) 1 1 1 1 10 0 0
If;f(m)f) 0 00 0 et 00|
Ty (ty) 0 —oy —09 —03 0 0 e 0
T1(t1) 0 of —0i o3 0 0 0 e osh
ce qui donne avec (3.3.11) :
1 0 0 0
R T I PO
0 0 e 7 0
0 0 0 g3t

et donc :
T(T(z,t1),t2) = U(t2)a(T(w,t1),23)
= W(ty)diag(¥(t))a(z, x})
U(t; + ta)al(z, 25)
T(x,t1+t2)

— T est clairement uniformément continue en x par rapport au temps.
Donc, k(z,z}) := u(z, 25, 0) rend I'état 2/ globalement asymptotiquement stable.



3.3. De la commande en boucle ouverte a la stabilisation 83

3.3.3.5 Simulation

La figure 3.5 représente I’évolution du systéme bouclé. La trajectoire a suivre est
une série de deux créneaux successifs sur x,. Le premier simule une valeur asymptotique
xg = 3, donc dans la zone instable du systéme tandis que la seconde est dans la zone
stable.

Figure 3.5 — Trajectoires du systéme bouclé

3.3.4 Stabilisation numérique

Notre objectif a été alors de mettre en ceuvre "informatiquement" le retour d’état ci-
dessus. En effet, la propriété (3.3.3), point clé des résultats précédents, peut étre formulée
de maniére utilisable pour la conception numérique d’un retour d’état. Ce point est pri-
mordial car, comme nous I’avons souligné précédemment, une version analytique du retour
d’état n’est réalisable que dans le cas ou le systéme posséde une structure particuliére.

La transcription numérique de la commande se traduit en deux grands points prin-
cipaux. Le premier, que nous allons voir au paragraphe 3.3.4.1, consiste a exprimer la
condition (3.3.3) en termes algorithmiques. Une version "basique” est tout d’abord pré-
sentée pour étre ensuite légérement modifié afin de prendre en compte une éventuelle
modification non prévue de la trajectoire. Dans le second point, présenté au paragraphe
3.3.4.2, nous explicitons les routines U, R, S et (). Ce paragraphe a fait 'objet d’une
publication [Alamir et Marchand, 1999].

3.3.4.1 Expression algorithmique de la commande

Nous considérerons ici des systémes de la forme :

der  du d™e 1y
f <x’E’U’E"”’W> =0 (3.3.12)
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o, comme a ’habitude, r € X C R” est ’état du systéme, u € RP la commande et X le
domaine de R” en considération. On suppose que l'origine est un point d’équilibre dans
le sens ou f(0,...,0) = 0. On notera x(t; z, ty, u), la solution de ’équation (3.3.12), avec
xro comme condition initiale & l'instant ¢y et u, n, — 1 fois dérivable, comme commande.
On suppose que le systéme (3.3.12) vérifie 'hypothése :

Hypothése 3.3.2. Il existe un temps fini ty, . tel que, pour toute condition initiale xy €
X, il existe une commande en boucle ouverte v, définie sur [0,ty, . | qui ramene ’état du
systeme a Uorigine : x(ty, . ;5 xo,v) = 0.

Soit ty >ty ., un temps fixé. Cette hypotheése classique en horizon fuyant découle
de I'impossibilité numérique qu’il y a a chercher une commande en boucle ouverte sur un
horizon infini. On défini alors ’ensemble des commandes en boucle ouverte permettant,
d’un point zy € &X', de rejoindre 'origine, en un temps ¢y :

A(xo) = {u; x(tp;xo,u) =0} (3.3.13)

L’approche utilisée par la suite est celle de 1’horizon fuyant, consistant a chaque ins-
tant £ a chercher une trajectoire en boucle ouverte et la commande correspondante et a
Pappliquer jusqu’a l'instant suivant t + dt. Si dt est infiniment petit, on se trouve dans
le schéma continu qui est sous-jacent dans la relation (3.3.3) et qui aboutit & un retour
d’état statique classique de la forme k(z). Par contre, si dt = T > 0, on se trouve dans
le cas continu-discret avec un échantillonnage de période T et un retour d’état de la
forme k(xz(kT),t) on xz(kT) est la valeur de I’état aux instants d’échantillonnage kT et
t € [kT, (k+1)T]. C’est dans ce dernier schéma que nous nous situerons désormais. Ainsi,
on choisit une période d’échantillonnage 7" > 0.

a. Formulation minimale
Supposons de maniére abstraite qu'un ensemble P de paramétres soit suffisant pour

caractériser les différents éléments de A := J,., A(z). En d’autres termes, supposons
qu’il existe deux fonctions :

U @ XxP— X x (R)0H] (3.3.14)
R : XxA—->XxP (3.3.15)

telles que :
UoR = Idyxu (3.3.16)

oi (RP)[%4] désigne I'ensemble des fonctions de [0,#;] dans RP. U permet, a partir des
paramétres, d’obtenir la commande correspondante (en tant que fonction du temps);
tandis que R permet, a partir d’'une commande, d’obtenir les paramétres la caractérisant.
U et R sont supposées laisser le premier de leurs arguments inchangeé.

Soit S une fonction "translation” définie par :
S (RO x [0, — (RP)[0:4]
U(t+D) SitE[O,tf—D[

(u, D) — (3.3.17)
0 SitE[tf—D,tf]
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Supposons enfin que l'on dispose d’une procédure systématique ) qui, pour tout
(x0,p0) € (X x P), renvoie x, et les paramétres d'une commande u de A(zy) :

U(Q(l‘o,po)) c {IL‘O} X A(l‘) \V/(Z'O,po) ceX xP (3318)

On suppose de plus que si py correspond a une commande dans A(xg), alors Q(xg, py) =
(20, p0). En d’autres termes, cela veut simplement dire que, si ) est initialisé avec une
solution, c’est cette méme solution qui est renvoyée par la procédure. C’est normalement
le cas des routines habituelles d’optimisation.

Pour tout n = (1, M2, ...,1,) € Ap X Ay X --- x A, notons 7;(n), la i*™ partie de 7.
On a alors le théoréme suivant qui est une traduction de la propriété (3.3.3) :

Théoréme 3.3.3. Le retour d’état suivant :

u(nT +1t)=K,(t) 0<t<T (3.3.19)
ol :
K, = m(UoQz(nT),p,)) € (R™)0] (3.3.20)
o oy (R (z(nT),S(Kp-1,T))) €P n>1 sin>0 (3.3.21)
Pn = arbitrairement choisi dans P sin=>0 e

existe et rend ['origine globalement attractive.

Preuve du théoréme 3.3.3 :
La preuve de ce théoréme est évidente et découle du fait qu’ici aussi, trajectoire
en boucle ouverte et trajectoire en boucle fermée sont identiques. Ainsi, on a :

u(t+nT) = Ku(t)
= T n
om0 QD). )
= m(U(x(nT),pn)) car p, est solution du probléme
Dy T (U (REOT). S 1))
= Kyn 1, T
(3.3.16) S 1 T)
= K, (t+T
(3.3.17) 1t +T)
= K, o(t+2T)=---=Ky(t+nT)

et donc u(t) = Ky(t); la boucle fermée a exactement la méme évolution que le
systéme en boucle ouverte z(.;zg, Ky). Or, Ky est donné par I’équation (3.3.20) et
est donc une commande en boucle ouverte qui de x( rameéne le systéme en un temps
ty a l'origine, ce qui acheve la preuve.
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b. Prise en compte d’une perturbation

Le retour d’état proposé au théoréme 3.3.3 peut étre modifié de maniére a recon-
sidérer le probléme en cas de "mon-conformité” de la trajectoire en boucle fermée par

rapport a celle en boucle ouverte, théoriquement identique. Pour tout = € X et p tel que
mo(U(z,p)) € A(x), on définit :

M(z,p) := sup |[z(t;z, m2(U(z,p)))ll (3.3.22)

0<t<T

M (x,p) est le plus petit rayon r tel que la trajectoire en boucle ouverte reste, si aucune
perturbation ne vient la dévier, dans la boule B(r). La définition de M (z,p) permet de
définir un "indicateur de perturbation” par :

e(nT +t) == ||lz(nT +t)|| = AM(z(nT),p,) 0<t<T (3.3.23)

ot A > 1 est un paramétre fixe de sécurité. Si une perturbation fait sortir la trajectoire de
la boule B(AM (x(nT),p,)) & un instant ¢ de [nT, (n + 1)T], e devient au méme moment
positive. Si une telle situation se produit, il est raisonnable de réexaminer la stratégie. ¢
devient le nouvel "instant de décision” ; ¢’est a dire, un instant pour lequel une commande
en boucle ouverte est calculée a nouveaux. Une conséquence est que les instants de décision
ne sont plus nécessairement de la forme n7". On définit D, dépendant du temps, comme
étant le "dernier instant de décision” :

D = max {E <%> T, z} (3.3.24)

ou E(%) est la partie entiére de £ et ¢ le dernier instant pour lequel e() est devenu positif.

On redéfinit alors e afin de prendre en compte l'irrégularité dans les instants de déci-
sion :

e(D+t):=|z(D+t)|| — AM(x(D),p(D)) 0<t<T (3.3.25)
ou p(D) est le pendant de py et ¢ est initialisé a 0.

Avec les re-définitions précédentes, on a :

Théoréme 3.3.4. Soit D défini par les équations (3.3.24)-(53.3.25) et D*, la valeur de
D avant que celle-ci ne change. Le retour d’état :

w(D+t)=Kp(t) ; 0<t<T (3.3.26)
ou :
Kp = WQ(UOQ(x(D),p(D))> (3.3.27)
[ m(R(z(D),S(Kp-,D—D*))) siD>0
pb) = { arbitrairement choisi dans P si D=0 (3:3.28)

rend ['origine globalement attractive.

Remarque 3.3.2. Le résultat précédent n’est pas un résultat de robustesse. Il a pour but
de limiter les effets d’une perturbation "ponctuelle”, évitant, par exemple, des phénoménes
de divergence en temps fini.
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3.3.4.2 Considérations numériques

a. Classe des systémes considérée

Pour toute fonction du temps, on note F'(Z(t)) = 0, une relation générale entre z et
un nombre fini de ses dérivées (composante par composante). Ainsi, le systéme (3.3.12)
peut s’écrire sous la forme f(2(t)) = 0 avec z = (¥). On dira alors que :

Définition 3.3.2. Les équations
f(z2(t)) =0 (3.3.29)

sont sous forme normale si il existe :

1. une subdivision de z =: (ig) avec , zp € R, zp € R et np # 0 telle que la
contrainte (3.3.29) soit compatible avec un choiz a priori de zp(.) comme fonction
du temps dans la limite ou les conditions initiales sont respectées.

2. np relations [Fili<i<n, telles que la contrainte (3.3.29) puisse étre mise sous la
forme triangulaire équivalente suivante :

E(gp(t), ZDl (t),gpz(t), ceey ZDZ(t)) =0 1 S 1 S np (3330)

Une telle forme permet en fait de calculer successivement zp,, 2p,, .., Zpn, & partir
de la connaissance de zg. L’objectif sera ainsi de ne rechercher les trajectoires en boucle
ouverte que sur zp dans la mesure ou zp en sera déduit.

Un certain nombre de classes usuelles de systémes non linéaires peuvent se mettre sous
la forme triangulaire ci-dessus.

Systémes différentiellement plats :

En effet, le systéme f(Z(t), a(t)) est différentiellement plat si 'on peut trouver y =
h(Z,a) (appelée sortie plate) pour laquelle il existe deux fonctions G et H vérifiant [Fliess
et al., 1996, 1992] :

r==G(y) ; u=H(Y)

Si on note :
Y Yy — h’(ja ﬂ)
Z=\ =z o f(35) = x—G(7)
u u— H()

on a directement f(Z) = 0 sous forme normale avec :

x
RF =Y 5 D=
U
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Plus encore, les relations F; = 0 sont des égalités algébriques triviales de la forme (3.3.31)
au lieu d’équations.

Systémes chainés :

Soit un systéme chainé sous la forme générale & m + 1 entrées, m.(m + 1) chaines et
m + 1 générateurs [Walsh et Bushnell, 1993] :

9 = v 0<j<m

By = v j > et rj; = 2] — xj; (3.3.32)
. k—1 .

x?i:xﬂ v 1<k<n;, 0<j,0<m, j#i

Le systéme (3.3.32) est déja sous la forme normale en prenant :

zp = (Voy. .y Un)

= (1t (o () CANN )
b 000 fmo \ Vi) o<icj<m 2 \Tid) 0<i<i<m 2 T T Jo<i<i<m ? \"i5 J0<i<j<m

b. Mise en ceuvre numérique

La mise en ceuvre numeérique de la commande fait une utilisation intensive des poly-
nomes de Chebyshev. Rappelons que, sur un intervalle [0, %], ils sont définis par :

To(t) = 1 (3.3.33a)
() = 2% 1 (3.3.33h)
To(t) = <2% _ 1) Ty 1 (t) = T o(t) (3.3.33¢)

Sur la figure 3.6 sont tracés les différents polynomes en fonction de leur ordre.

Soit T'(t, q, N), la matrice de R?*YN4 définie par :

T(t,1,N) = [Ty(t), ..., Tx(t)] (3.3.34)
T(t,l,N) O1sn 015N
0 T(t,1,N) 0 0
T(t,q, N) := PN ( ) Ouav - Ouxy pour ¢ > 2 (3.3.35)
Oruy ... Oixw T(t,1,N)

T(t,q, N) forme une base fonctionnelle dans laquelle on peut écrire, pour toute fonction
v(.) & valeur dans RP, une approximation de cette fonction de la maniére suivante :

v(t) = [T(t,q,N)]a a € RM
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15

Figure 3.6 — Polyndmes de Chebyshev

Enfin, pour tout i € N et tout m € N, on notera 7™ (¢) la m®™® dérivée de Tj(t) et

7™ (t) la mf™e primitive de 7;(t) s'annulant en 0. Pour tout ¢ > 1, on peut ainsi

naturellement définir les matrices (g x Nq) correspondantes 7™ (¢, ¢, N) et T-™(t, ¢, N)
conformément & (3.3.35).

Revenons maintenant a la mise en ceuvre numérique de la stratégie de commande.
Le premier point va consister a écrire les relations (3.3.30) dans la base fonctionnelle
précédente. Soit a les coordonnées de zp sur la base polynomiale T'(1, ng, Np) :

zp(t) :=T(t,np, Np)a  a € RNF™F (3.3.36)

ou, rappelons le, nr est la dimension du vecteur zr et Np la dimension de la base de
Chebyshev choisie pour représenter zp. Rappelons également que le systéme (3.3.12) peut
s’écrire sous la forme normale :

Fi(gp(t),gpl(t),...,5Di71(t),§pi(t)) =0 1 S 1 S np (3337)
- dZD. dniZD.

= , - : 3.3.38

avec zp, <ZD17 dt ) ) dtni ) ( )

Si pour tout ¢ € [1,np], a; désigne les coordonnées de la meilleure approzimation de zp,
au sens des moindres carrés, c’est a dire :

zp, (t) = T(t,1, Np).cii(a)

ol «; solution du probléme de minimisation :

2

(3.3.39)

‘E (ZF(t]), ce ,T(t]‘, 1,ND).Oéi>

a;(a) = Aryg min Z

(o3 €RND =
T'(0;1,Np)ei=zq4, (0)
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ou IV, est un nombre d’instants choisi a priori pour la résolution du probléme aux moindres
carrés. On remarquera que la contrainte initiale T°(0;1, Np)a; = z4,(0) est linéaire. Les
équations (3.3.37) s’écrivent alors :

NLEi(tf, To, a) = T(tf, 1, ND)az-(a) =0 1€ [lD + 1, TLD] (3340)

ces derniére équations sont les équations algébriques en a recherchées équivalentes aux re-
lations (3.3.37). La forme triangulaire permet leur résolution successivement pour chaque

ZD;-

Remarque 3.3.3. La projection sur une base fonctionnelle est une technique relative-
ment classique. Dans 1’absolu, elle n’apporte pas forcément par rapport a une intégration
classique : si la dimension de la base est trop grande, des problémes numériques s’en
suivent, par contre, si elle est trop faible, ’approximation risque d’étre trop loin du si-
gnal réel. Dans notre cas, elle apporte une simplification du probléme dans la mesure ol
I’espace sur lequel la solution est recherchée peut étre sensiblement réduit :

— en répercutant les conditions initiales et finales sur zr en ny, contraintes linéaires
sur a. Notons que ny, peut étre plus petit que 2np dans la mesure ou certaines
composantes de zp peuvent correspondre a des entrées, et donc, ne pas avoir de
conditions initiales imposées.

— si un ensemble de [p équations (3.3.37) donnent des problémes aux moindres carrés
(3.3.39) linéaires en a. Les conditions initiales et finales se traduisent alors en ny,,
contraintes linéaires en a. Comme pour zp, ny,, peut étre plus petit que 2[.

La dimension effective du probléme & résoudre peut étre réduite, de (npNp) initialement,
a (npNgp—ng), ot ng := nr,.+ng,. Dans la suite, nous noterons donc a(p), pour indiquer
que a € R Nr dépend d’un vecteur p € R -Nr="L de paramétres dont le choix est a
priori complétement libre. Soulignons que cette dépendance est linéaire. Ce point sera
illustré dans les exemples qui suivent.

On aboutit ainsi a la définition des routines U et R suivantes :

Ul(zo,po) = (o, u(.)) (3.3.41)
R (20, up) = (20,p) (3.3.42)

ol
— u est déduit de zp(.) = T(.,np, Nr)a(py) par I'équation (3.3.40).
— p est le vecteur de coordonnées de la projection sur la base fonctionnelle de la
trajectoire zp(.) du systéme lorsque la commande ug(.) lui est appliquée.
La procédure ) de recherche de trajectoire est :

solution sur p de |(NLE;(ty, xo,p) = 0)ln<i<nD]> (3.3.43)

avec py comme initialisation

Q(x0,po) = | o, (
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3.3.5 Exemples

3.3.5.1 Systéme divergent en temps fini

Ce systéme a été choisi pour mettre en valeur la modification exposée au paragraphe
3.3.4.1.b.

(3.3.44)

t=24+u

Si une perturbation suffisamment forte intervient & un instant ¢ €]kT, (k + 1)T], entre
deux périodes d’échantillonnage, le systéme peut diverger avant l'instant (k 4+ 1)7, qui
est, dans la formulation minimale, I'instant ol la commande sera reconsidéré.

Ce systéme est sous forme normale avec : 2y = x et 2p = u. Sur la figure 3.7 sont
représentées les évolutions du systéme (3.3.44) avec et sans détection de la perturbation.
Dans le premier cas, I'état du systéme est ramené a l’origine, dans le second, il diverge.
A T'instant T},.;s = 1.25s, une perturbation consistant en I'ajout de X, = 1.5 sur I'état
du systeme est appliquée.

Commande (sans détection de la perturbation) Etats (sans détection de la perturbation)

5 T T T T T T T T T T T T

10 ; ; ; ; ; ; ; 5
0

Commande (avec détection de la perturbation)

tf=2s

Condition initiale X0 =[0.5]

T=1s

temps

temps

Lambda = 1.100
Perturbation & Tpert = 1.25 s de Xpert = 1.5

Figure 3.7 — Systéme a divergence en temps fini

3.3.5.2 Le pendule inversé

Considérons les équations du pendule inversé a action horizontale suivantes :

(3.3.45a)

Ii'l:l'z
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.'i'g = q)g(fL'l, 1‘2) + \Ijz(Il)U (3345b)
.'i'g = T4 (3345C)
ty = Py(xy,29) + Vy(x))u (3.3.45d)
avec
—al sinz; cos 1122 + gsinx;
P =
2(1,72) L(1 — acos®zy)
—L cosxy
U = m
2(11) L(1 — acos?xy)
aLa?sinz; — agsin x; cos z,
Qy(xy,29) = 2 | acos e,
\114(1'1) = m

1 —acos?z,

ou M est la masse de la barre, m la masse du poids située a son extrémité, L sa longueur,
g est la gravité terrestre et @ = 57— = 0.2. Dans ces équations, x; est 'angle d’inclinaison
du pendule par rapport a la verticale, xo sa dérivée, x3 est la position du chariot sur I'axe
horizontal et x4 sa vitesse. u est la force horizontale appliquée sur le chariot. On pourra
se reporter a la figure 3.8.

0 I3

»

Figure 3.8 — Pendule inversé a action horizontale

Le pendule est déja sous forme normale avec :

zpi=1x1 5 zp:i= (Tou x4 3)7
et
F1 (2}:‘, 2[)1) = ZF — 2D, (3346&)
FZ(gF, ZDU 2[)2) = Z.’Dl — @g(ZF, ZDl) — \IJQ(ZF)ZDQ (3346b)

Fg(ZF,ZDI, 2[)2, 2[)3) = Z.D3 - @4(2}7‘, ZDl) - \114(ZF)ZD2 (3346C)
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F4(2F72D172D27 2[)3, 2[)4) = Z.D4 — ZDs (3346d)

On remarque également que zp est un état; la condition initiale et la contrainte finale
donnent donc ny, = 2. De plus, sur I’équation (3.3.46a), on voit que zp, est linéaire en
a; donc la contrainte finale zp, (t;) = 0 donne ny,, = 1. Enfin, les équations (3.3.46b) a
(3.3.46d) donnent des problémes aux moindres carrés (3.3.39) linéaires en a; en consé-
quence, une fois le vecteur p de paramétres définissant zr connu, ’intégration du sys-
téme se fait en résolvant trois équations matricielles linéaires. En conclusion,
la recherche d’une trajectoire (donc de p) ne nécessite en fait la résolution que de trois
équations non linéaires en p. Si la période d’échantillonnage n’est pas trop grande (pour
éviter la propagation des erreurs liées aux approximations), la procédure de résolution
peut étre initialisée proche de la solution.

Deux simulations sont représentées sur la figure 3.9, dont une partant d’une position
initiale inclinée de 50° par rapport a la verticale, montrant le bon comportement de la
méthode dans des domaines fortement non linéaires. Les valeurs numériques utilisées pour
les simulations sont présentées dans le tableau 3.2. La dimension de la base a été prise
égale a Np := 8, 'inconnue p est donc de dimension Np — ny, — ny, = 4. Les états du
systéme rejoignent l'origine au bout d’un temps de 1.5s a 2 s alors que I’horizon est de
t; = 1s. Cette différence est due aux approximations résultantes de la projection sur la
base, donnant a I’é¢tat du systéme un comportement asymptotique.

g L m M
9.81Nm=' | 0.6m | 0.125kg | 0.5kg

Tableau 3.2 — Données numériques du pendule inversé

3.3.5.3 La bille sur une barre

Ce systéme, étudié dans Fliess et al. [1996]; Hauser et al. [1992] est également connu
pour ne pas étre différentiellement plat. Aprés un retour d’état trivial, les équations dy-
namiques de ce systéme sont :

P (3.3.47a)
iy = —DBgsin(x3) + Bl (3.3.47b)
By = 1 (3.3.47¢)
i o= u (3.3.47d)

ol x; est la position de la bille sur la barre et x3 I'inclinaison de cette derniére par rapport
a I'horizontal (cf. figure 3.10).

Les équations (3.3.47) sont déja sous la forme normale avec comme choix :
zpi=w ; zp:i= (4T3 T T9)T
et :
F\(Zp,Zp,) = Zp, —2r (3.3.48a)



94 Chapitre 3. Controlabilité, stabilisabilité et stabilisation

Commande (Conditions initiales : [5°0001]) Etats (Conditions initiales : [5°0001])

temps ' temps
Commande (Conditions initiales : [50°0001])

; ; ; ; ; 10 ; ; ; ; ;
0.5 1 15 2 25 3 0 0.5 1 15 2 25 3
temps temps

-40
0

Conditions initiales X0 =[0.873000]
tf=1s T=01s

Figure 3.9 — Pendule inversé a action horizontale

Fg(gp,gpl,gl)?) = ZDQ —ZD, (3348b)
Fg(ZF, ZDU 2D2, 2[)3) = Zgg + Bg Sin(ZDQ) - BZ%)IZDS (3348C)
F4(2F72D172D275D372D4) = 21)3 — 2Dy (3348d)

Dans cet exemple, zp est la commande du systéme et donc n’a qu’une contrainte finale
zp(ty) = 0 d’imposée; on a ny, = 1. Sur les équations (3.3.48a) et (3.3.48b), on voit faci-
lement que zp, et zp, dépendent linéairement de a. En conséquence, les contraintes finales
sur zp, et zp, donnent ny, = 2. Comme dans le cas du pendule inversé, les problémes
aux moindres carrés (3.3.39) issus des équations (3.3.48¢) et (3.3.48d) sont linéaires; en
conséquence, une fois le vecteur p de paramétres définissant zx connu, I’intégration du
systéme se fait en résolvant deux équations matricielles linéaires. La recherche
d’une trajectoire, et donc de p, se résume donc a la résolution de deux équations algeé-

Figure 3.10 — Bille sur une barre
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briques non linéaires en p. Ici aussi, si la période d’échantillonnage est suffisamment petite,
la procédure de résolution peut étre initialisée proche d’une solution.

La figure 3.11, montre le comportement du systéme bouclé sans perturbation et avec
une perturbation intervenant a 'instant ¢t = 1.25 s et correspondant & un ajout de 0.1 ms~!
a la vitesse de la bille sur la barre. La dimension de la base a été prise égale a Np := 5,
I'inconnue p est donc de dimension Ny —ny, —ny, = 2, ce qui correspond au nombre de
conditions finales a forcer. Les états du systéme rejoignent 1’origine au bout d’un temps
de 55 alors que I'horizon est de t; = 3s. Comme précédemment, cet écart est di aux
approximations résultantes de la projection sur la base fonctionnelle.

Commande (sans la perturbation) Etats (sans la perturbation)

0.2

2 i ; i i ‘ 0.2
0

Temps Temps

2 ; ; ; ; ‘ 02
0

Conditions initiales X0 =[0-0.100.1]
tf=3s T=1s

Figure 3.11 — Bille sur une barre

3.3.5.4 Controle de ’attitude d’un satellite & deux moteurs

La commande de 'attitude d’un satellite, c’est a dire position et orientation, en n’'uti-
lisant que deux commandes est un probléme classique en non linéaire. La controlabilité
d’un tel systéme a été établie par Bonnard [1982] et Crouch [1984] dés lors que 'axe non
commandé n’est pas un axe de symétrie du satellite. Nous supposerons naturellement que
tel est notre cas. L’étude de la stabilisabilité et la conception de retours d’état stabilisants
est plus récente. En effet, le systéme complet (vitesse angulaire-position) est plus délicat
que le systéme réduit qui peut étre stabilisé par un retour d’état C* : comme ’a noté
Byrnes et Isidori [1991], le systéme global ne vérifie pas la premiére des conditions de Bro-
ckett et donc n’est pas stabilisable par un retour d’état C!. Crouch [1984] a proposé un
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algorithme basé sur la théorie algébrique de Lie aboutissant & une commande constante
par morceaux qui stabilise le satellite autour de 'origine. Cette approche a été simplifiée
par Krishnan et al. [1992] dont la commande consiste en manceuvres successives. Dans un
travail récent, Kerai [1995] établit que le systéme & deux commandes satisfait une condi-
tion suffisante de controlabilité en "temps petit" et en utilisant le fait que la plupart des
systémes controlables en temps petit sont stabilisables par un retour d’état temps variant
C! [Coron, 1995], on sait que le satellite & deux moteurs est stabilisable par retour d’état
temps variant. C’est par ce moyen que Morin et al. [1995], Morin et Samson [1997] puis
Coron et Kerai [1996] stabilisent ce systéme.

L’orientation du satellite peut étre décrite en utilisant diverses paramétrisations du
groupe orthogonal SO(3). Ce sont les angles d’Euler qui seront utilisés par la suite [Wit-
tenburg, 1977].

Soit un repére F; fixe par rapport au référentiel satellite et dont les axes correspondent
aux principaux axes d’inertie du satellite. Soit Fy un repére fixe par rapport au référentiel
terrestre dans lequel est exprimée 'attitude du satellite. Soit :

~ w = (wy,ws,ws)7T, les vitesses angulaires du repére F; (donc du satellite) par rapport

au repére Fy (w est exprimé dans le repére Fj)

— ¢, 0 et 1 les angles d’Euler ou angles de rotation donnant Fs a partir de Fy (exprimés

dans le repére Fy).
Avec les notations précédentes, les équations du satellite & deux commandes sont les
suivantes :

Wy = (3.3.49a)

Wo = U (3.3.49D)

W3 = awiwsy (3.3.49c¢)

¢ = wy cosf + wssinf (3.3.49d)

0 = tan ¢ (wy sin @ — ws cos ) + w, (3.3.49¢)

) = —(cos ) ! (wy sin @ — ws cos O) (3.3.49f)
ou J = diag(Jy, Ja, J3) est la matrice d’inertie et : a = ‘hj;gh

Les équations (3.3.49d) et (3.3.49e) donnent, en substituant dans I’équation (3.3.49¢),
le systéme triangulaire équivalent sous forme normale ci-dessous avec zp := (8 )T et

zp = (w3 wy we Y ug ug)T

g1 (9)(/‘)3 + 92(97 SO)W:% + 93(97 9.7 ¥, Sb)w?) + 94(97 9.7 2 90) =0 — WS)

® — wy cos(f) —wssin(f) =0 — wi)
— (.UQ)

— V)

— Ul)

wy — 0 + tan ¢ (wy sin @ — wz cos ) = 0
1/}cosg0+wlsin9—w36089:0
w'l—ul =0

(
(
(
(
(
(

(.U.Q_UQZO _>u2)
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0 5 10 15 20 25 0 5 10 15

(a) Angles d’Euler (b) Vitesses angulaires

10

5 10 15 20 25

(c) Commande

Figure 3.12 — Satellite & deux moteurs
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avec

91(9) ( )

g2(0, ) = as1n(9) tan(p)
(0,
(

g3 ) = ( o tan(p )+9COS(9)sin(9)—gbtan(go)sinQ(H))

94(0,0, 0, ¢) = (—(;')9 cos(f) + ¢* tan(y) sin(@))

zp est constitué de deux états, donc les conditions aux limites nous donnent nj, = 4.
L’intégration du systéme sur ’horizon de prédiction impose la résolution :

— d’une équation aux moindres carrés non linéaire pour obtenir wsz. Cette ré-
solution est de loin la plus coiiteuse en terme de temps de calcul. Cependant, une
méthode de Newton peut ici étre appliquée. Cette méthode est rarement utilisée car
elle fait intervenir le jacobien et le hessien de ’équation a résoudre par rapport a
I'inconnue qui sont rarement disponibles. On lui préfére généralement la méthode
de Gauss-Newton qui ne fait intervenir que le jacobien. Dans notre cas, ils peuvent
étre analytiquement calculés. On peut ainsi obtenir une convergence plus rapide sur
un rayon plus grand autour de la solution [Dennis et Schnabel, 1983|. Le gain ainsi
obtenu atteint jusqu’a un facteur 20. Le temps nécessaire a cette "intégration” est de
l'ordre de 5 centiémes de seconde sous MATLAB (une version compilée permettrait
d’accélérer encore le calcul), ce qui est nettement plus rapide qu'une intégration
utilisant une routine de type ODE.

— de trois équations aux moindres carrés linéaires afin d’obtenir wy, ws et .

— deux équations algébriques triviales pour obtenir u; et u,

Une fois le vecteur de paramétres p connu, l'intégration du systéme ne nécessite la
résolution par la méthode de Newton que d’une équation non linéaire pour obtenir ws et
de cinq équations matricielles linéaires. En conséquence, la recherche d’une trajectoire (ou
de maniére équivalente d’un paramétre p) ramenant le systéme a l’origine se résume a la
résolution de six équations non linéaires en p.

La figure 3.12, montre le comportement du systéme bouclé. La dimension de la base
est Np := 6. Le nombre d’inconnues est donc de 2Np — ny,, = 8. Les valeurs numériques
utilisées sont celles du satellite SPOT4 présentées dans le tableau 2.2.

Enfin, afin de tester numériquement la robustesse de la méthode, nous avons introduit
une erreur de

— 10% sur a, simulant ainsi une incertitude sur les moments d’inertie

— 5 degrés sur la mesure de 6 simulant une erreur de capteur

Le régulateur se comporte convenablement en ramenant la totalité des vitesses an-
gulaires a l'origine et les angles d’Euler dans un voisinage de l'origine. Le rayon de ce
voisinage est de l'ordre de grandeur de l'erreur de lecture imposée a €. On remarquera
qu’une erreur sur # est la situation la moins favorable & la méthode proposée car elle se
répercutera sur les composantes de zp.
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(a) Angles d’Euler (b) Vitesses angulaires
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o U1 ]
A U2
0 5 10 15 20 25
8
(c) Commande
Figure 3.13 — Satellite & deux moteurs avec incertitudes

25
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3.4 Conclusion

Ce chapitre, dans lequel nous avons étudié les relations qu’il y a entre les trajectoires
en boucle ouverte et un éventuel retour d’état, s’articule en deux paragraphes princi-
paux. Le premier, plus théorique, traite du lien entre la controlabilité asymptotique et
la stabilisabilité. Nous avons montré qu’'un systéme asymptotiquement controlable était
stabilisable par un retour d’état de type continu-discret. Dans un second paragraphe, nous
nous sommes plus intéressé a caractériser des propriétés des trajectoires en boucle ouverte
permettant la conception d’'un retour d’état simple. Une condition a été mise en évidence
puis traduite numériquement. Nous avons traité de nombreux exemples, dont notamment
le probléme de controle de l'attitude d’un satellite & deux moteurs. Les résultats, tant
sur le plan de 'efficacité numérique que sur le plan de la robustesse de la méthode sont
satisfaisants.
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Deuxiéme partie

Contribution a l’'observation des
systémes non linéaires implicites
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Chapitre 1

Synthése d’observateur pour une classe
de systémes implicites

1.1 Introduction

Le probléme d’observation, bien que présentant quelques similitudes, est un probléme
distinct de celui de la commande. Il consiste a estimer I’état x d’un systéme dynamique
a partir de la sortie et, lorsqu’il s’agit d’'un systéme commandé, de ’entrée. Ce probléme
se rapproche d’'un probléme de commande dans la mesure o, si on appelle e I'erreur
entre I’état x du systéme et son estimation Z, 'objectif est de construire un observateur
rendant la dynamique de 'erreur e asymptotiquement stable. Cependant, contrairement
au cas linéaire, I'observation et la stabilisation des systémes non linéaires ne sont pas
deux problémes duals et I'observation posséde des spécificités propres. Par conséquent,
nous consacrons le premier paragraphe, aux notions de bases attenantes a la théorie de
I’observabilité, & savoir la distinguabilité et ’observabilité. Ces notions sont les équivalents
des notions d’atteignabilité et de controlabilité en commande exposées au chapitre 1.

Les observateurs permettant la reconstruction des états sont souvent associés aux
retours d’état en vue de la stabilisation. Cet association, parfois appelée retour de sortie
pose certains problémes, dans lesquels nous ne rentrerons pas ici. Nous nous limiterons
a exposer succinctement dans le paragraphe 1.2.3 la notion d’observateur pour, ensuite,
nous appesantir un peu plus sur un observateur particulier : I’observateur a grand gain.

Notre intérét s’est porté sur les systémes dynamiques dont une partie de 1’état s’ex-
prime en fonction des autres états au travers d’une relation implicite. Notre contribution a
ce domaine est le sujet du paragraphe 1.3. S’apparentant a des systémes dont la dynamique
est contrainte sur une variété, nous verrons qu’un observateur a grand gain classique sur
ce genre de systémes une sensibilité structurelle aux erreurs diverses qui peuvent interve-
nir et faire "sortir” le systéme de la variété. Nous proposons donc une modification de la
structure de I’observateur a grand gain afin de I’adapter au cas des systémes évoluant sur
une variété de maniére a rendre cette derniére localement exponentiellement attractive
vis & vis des trajectoires.
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1.2 Quelques notions préliminaires sur les observateurs

1.2.1 introduction

Nous allons ici exposer les différentes notions classiques liées a 1'observation des sys-
témes non linéaires; I’objectif étant d’amener la notion qui nous intéressera plus parti-
culiérement, a savoir I'uniforme observabilité, et de la situer parmi les différents aspects
de I'observabilité. La classe des systémes considérée dans cette présentation est celle des
systémes non linéaires sous la forme entrée/sortie suivante :

S | (1.2.1)

o, v € X C R” est I'état, u € U C RP est la commande et y € R™ est la sortie du
systéme, avec X', un ouvert de R”, I/ un ensemble mesurable de R”. On suppose que, pour
toute condition initiale x(ty) = o et commande u € LX | la solution z(.; zo, ty, u) existe
sur un intervalle (éventuellement infini) [to, to + Trnaz |-

L’observabilité du systéme Yy exprime la possibilité de reconstruire, & partir de simple
la connaissance des évolutions de la sortie y et de la commande u sur un intervalle de
temps suffisamment long [tg, to + T[C [to, to + Tmae|, 1a valeur de I'état = & Uinstant .

Nous commencerons par exposer succinctement certaines notions de la théorie de 1’ob-
servation, comme la distinguabilité et I'observabilité, qui mettrons en évidence le role de
I’entrée. Cela nous permettra d’introduire alors la notion d’observabilité uniforme, en par-
ticulier pour les systémes affines en la commande, qui nous intéressent plus spécifiquement
ici. Nous présenterons ensuite quelques résultats sur le observateurs a proprement parler.

1.2.2 Observabilité des systémes
1.2.2.1 Observabilité

Les différentes notions de base, qui suivent, on été largement développées par Hermann
et Krener [1977]. Elles sont la base de la théorie de I'observation et sont les équivalents
de 'atteignabilité et des différentes notions de controlabilité présentées dans le chapitre
1. Etant donné le systéme ¥4, on définit

Définition 1.2.1 (distinguabilité). Soit x) et 2, deuxr états initiauxr distincts. S’il
existe un temps t et une entrée u : [0,t] — U, tels que y(t; ), u) # y(t; 22, u) avee, pour
tout T € [0,t], z(T;xd,u) et x(r; 22, u) dans X, alors, x} et x% seront dits distinguables
dans X.

Il est alors possible de définir I'observabilité en un point et, par extension, I’observa-
bilité. Ces notions sont les équivalents des notions
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Définition 1.2.2 (observabilité en un point). Le systéme Xq est dit observable en
xo € X, si pour tout x € X\{xo}, x et xy sont distinguables dans X.

Définition 1.2.3 (observabilité locale en un point). Le systéme Xy est dit locale-
ment observable en xy € X, si, pour tout voisinage ouvert V(xo) C X et tout point
x € V(xo)\{z0}, le couple (x,x) est distinguable dans X.

Définition 1.2.4 (observabilité locale). Le systéme Xq est dit localement observable
sur X, si il est localement observable en tout point de X .

Tout comme la controlabilité locale en un point est une propriété plus faible que la
controlabilité locale, 'observabilité locale en un point est une propriété plus faible que
I’observabilité locale.

Définition 1.2.5 (observabilité faible en un point). Le systéme X, est dit faible-
ment observable en xy € X, s’il existe un voisinage ouvert V(zy) C X tel que, pour
tout point x € V(xo)\{zo}, le couple (xy,x) est distinguable dans V(xy).

Définition 1.2.6 (observabilité locale faible en un point). Le systéme ¥ est dit
localement faiblement observable en xy € X, s’il existe un voisinage ouwvert V(zo) C X
tel que, pour tout voisinage V'(xy) et tout point v € V'(xo)\{zo}, le couple (zo,x) est
distinguable dans V' (xy).

Définition 1.2.7 (observabilité locale faible). Le systéme X est localement faible-
ment observable sur X s’il est localement faiblement observable en tout point de X .

Les deux notions principales dans les définitions ci-dessus sont 1’observabilité locale
et 'observabilité locale faible. La premiére signifie en quelque sorte qu’il est possible de
distinguer deux condition initiales "au bout d’un certain temps”. La seconde implique au
contraire qu’autour de chaque point zy € X, il existe des voisinages aussi petits que 1’'on
veut tels que tous les points de ces voisinages soient distinguables : en d’autres termes, il
s’agit d’une "distinguabilité instantanée”.

Tout comme la controlabilité locale, I’observabilité locale faible peut se traduire sous
forme d’une condition géométrique dite condition de rang, analogue a celle que l'on
peut obtenir dans le cas des systémes linéaires. Nous ne développerons pas ces aspects
dans ce mémoire. On pourra se référer aux ouvrages traitants de ces aspects |Isidori, 1995;
Nijmeijer et Van der Schaft, 1990].

1.2.2.2 Observabilité uniforme

Dans les définitions précédente, la distinguabilité découle de I’existence d’une com-
mande rendant distinctes deux sorties correspondant & deux états initiaux distincts. Cette
définition est, dans la pratique, relativement inutilisable dans la mesure o, dans la plu-
part des cas, le choix de la commande n’est pas libre. [.’exemple suivant montre qu’une
commande peut "masquer” une partie du comportement de I’état. Cela nous aménera
aux notions d’entrée universelle et d’'uniforme observabilité.
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Exemple 1.2.1.
Le systéme :

Zi?l = TU
y = T

est observable. Pourtant, si v := 0, il est impossible de distinguer deux condi-

tions initiales x5 := (§) et 25 := (§).

Pour palier a ce probléme, on définit :

Définition 1.2.8 (entrée universelle). Une entrée u : [0,T] — U est dite entrée uni-
verselle pour le systeme Yo sur lintervalle [0,T] si, pour tout couple (z,z3), d’états
initiauz distincts, il existe au moins un instant t pour lequel y(t; z3,u) # y(t; x3,u). Une
entrée non universelle sera dite singuliere.

Définition 1.2.9 (U/-uniforme observabilité). Un systéme dont toutes les entrées
considérées sont universelles est dit U-uniforme observable.

Si dans l'exemple 1.2.1, on considére U := RP, le systéme (1.2.2), bien qu’observable
en tout point, n’est pas U-uniforme observable. Par contre, si on choisit ¢ := RP\{0},
il devient U-uniforme observable. L’uniforme observabilité sur un espace X permet de
caractériser un ensemble d’entrées pour lesquelles le systéme est observable.

Si on considére un systéme monosortie affine en la commande de la forme suivante :

T = f(x)—l—Zng,(x)

y = h)

% (1.2.3)

ou les champs f, g; et h sont supposés C*, les travaux de Gauthier et Bornard [1981]
montrent que :

Théoréme 1.2.1 (Gauthier et Bornard [1981]). Si le systéme Xy est RP - uniformé-
ment observable, alors :

1. L’application :

b:x — (h,(x),Lf(h)(x),...,L:ﬁ_l(h)(x))

est un diffeomorphisme local sur un voisinage de presque tout point de R™ avec,
rappelons le, Li(h)(x) est un opérateur de différentiation appelée dérivée de Lie et
définie par :

L)) = % (x):Zfi(x)gZ(x) (1.2.42)

Ly(h)(x) = Lg(Ly 'h)(x) (1.2.4b)
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2. En posant £ = ¢(x), le systeme (1.2.3) s’écrit sous la forme canonique I'y suivante :

£ = ASHfO+)) mdi(d)

Fll
y = C¢
ot :
0 1 0 0
A= Cje=| (1.2.5)
1 0
0 fu(€)
~§i1(§1)
3:i(&) = gi2(§‘1,§2) , C=(10 ... 0) (1.2.6)

Gin(&1, & -, &)

Comme le systéme 'y est uniformément observable, la forme canonique est une condi-
tion nécessaire et suffisante d’uniforme observabilité. On peut trouver une preuve simpli-
fice dans Gauthier et al. [1992].

Lorsque le systéme n’est pas affine en la commande, la caractérisation de I'U/-uniforme
observabilité peut se faire par ’étude de la structure géométrique des espaces d’observa-
tion lorsque I'on applique des entrées constantes dans U [Hammouri et al., 1997|. Nous
n’entrerons pas, ici, dans les détails.

Que le systéme soit affine en la commande ou non, il n’existe pas de caractérisation
de 'uniforme observabilité des systémes multisorties. Seules des conditions suffisantes de
structures ont été données par Bornard et Hammouri [1991|

1.2.3 Observateurs des systémes non linéaires

1.2.3.1 Forme générale

Un observateur est un systéme dynamique qui permet de reconstruire 1’état d’un sys-
téme observé de la forme (1.2.1). La forme la plus générale de I'observateur est la suivante :

z = f(z7u7y)
& = h(z)

O

oll, z est un état interne a ’observateur dans une variété différentiable M, u et y sont
respectivement l'entrée et la sortie du systéme observé (1.2.1) et &, estimation de ’état x
du systéme, est la sortie du systéme O.

Définition 1.2.10 (observateur). Le systéeme O est
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— Un observateur asymptotique local si il existe xq et un voisinage V(xg) tels que :

Jim [[2(t; 2(0), u) = x(t; 2(0), u, )| = 0
—00

pour tout z(0) € V(x) et tout z(0) € h='(V(z)).
— Un observateur asymptotique global si :

lim [z (#; 2(0), u) — 2(t; 2(0), u, y)[| = 0

t—o00

pour tout x(0) € X et tout 2(0) € h~H(X).

Comme on le constate dans la définition ci-dessus, seule une attractivité (locale ou
globale) de z(t; 2(0), u) sur la sortie de ’observateur O est requise. En pratique, la stabilité
est utile pour éviter des excursions trop grandes de et bien souvent, on cherche a obtenir
un observateur exponentiellement stable :

Définition 1.2.11 (observateur exponentiel). Dans les deur cas de la définition
1.2.10, l'observateur est dit exponentiel s’il existe deux réels strictement positifs X et p
tels que, pour tout t > 0, on ait :

it 2(0), ) — a(t: 2(0), 1w, )| < po|[(=(0)) — 2(O)]| e

La structure d’observateur la plus communément utilisée sur les systémes de la forme
(1.2.1) est la suivante :

T o= f(&u) = GQ)(h(E) ~y)

O ) X

¢ = ¢@,u,y,0)
ou GG est appelé gain de ['observateur. I’observateur est en fait constitué de la dynamique
du systéme auquel on a ajouté un terme de correction dépendant de I’erreur d’observation

h(z) —y.
Parmi les observateurs, nous ne développerons ici que 'observateur a grand gain.

Citons parmi les autres grandes classes d’observateurs, les observateurs de Luenberger
pour les systémes linéaires, et les observateurs de Kalman.

1.2.3.2 Les observateurs a grand gain

Les observateurs a grand gains sont relativement classiques en observation des systémes
non linéaires. Ils doivent leur nom au fait que le gain d’observation est choisi suffisamment
grand pour compenser la non linéarité du systéme. Nous exposerons ici en grande partie
la démarche établissant la convergence exponentielle de I’observateur sous certaines hypo-
théses. Ce travail a été initialement établi par Gauthier et al. [1992|. Notre contribution
a la conception d’observateurs a consisté a généraliser I'observateur a grand gain au cas
des systémes partiellement implicites; il nous a donc semblé important de détailler cette
partie.
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a. Hypothéses

Les observateurs a grand gain auxquels nous nous intéressons ici, s’appliquent a des
systémes non linéaires monosortie affines en la commande de la forme suivante :

T = f(x)—i—Zung(x) (1.2.7a)
y = h(x) - (1.2.7b)

ou x évolue dans une variété différentiable M de R”.
Hypotheéses 1.2.2. On suppose que le systéme (1.2.7) vérifie les hypothéses suivantes :

1. 1l existe deux compacts Ko C K C M et un réel u,, tel que pour xoy € Ky et toute
commande u € LY vérifiant esssup,cp+ ||u(t)|| < wp, les trajectoires x(.; o, u) du
systeme (1.2.7) restent dans K.

2. L’application :
6. — (M), Ly(h)(@),..., L2 (h)(2))" (1.2.8)

est un difféomorphisme d’un ouvert borné 2 de M contenant K dans ¢(Q2) C R".

3. Pouri=0,....n—1,etj=1,...,p, ona:
dLg, L'y (h) AdLy(h) NdL ' (h) A--- Adh =0

ot N\ désigne le produit extérieur.

Un systéme uniformément observable satisfera, conformément au théoréme 1.2.1, les
conditions 1.2.2.(2) et 1.2.2.(3) et réciproquement. La condition 1.2.2.(3) est une traduc-
tion mathématique de la forme triangulaire de I’équation (1.2.6).

Le systéme (1.2.7) s’écrit donc, aprés le changement de coordonnées (1.2.8) sous la
forme :

p
£ = AL+ O+ wa() (1.2.9)

i=1
y = C¢ (1.2.10)
ou A, C et les champs f et §; ont les structures données par les équations (1.2.5) et (1.2.6).

b. Extension global lipschitz du systéme

Le probléme qui se pose alors, est, qu’afin de compenser la partie non linéaire du
systéme, il est nécessaire que les champs f et g; soient globalement lipschitz. Or, cette
condition n’est pas a priori satisfaite. [L’étape suivante va donc consister a prolonger le

systéme initial (1.2.7) de sorte a obtenir un systéme (1.2.15), ayant le méme comportement
que le systéme (1.2.7) sur le compact K mais dont les champs sont globalement lipschitz.
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Cette étape utilise I'hypothése 1.2.2.(1), a savoir que I’état du systéme est supposé évoluer
dans un compact K de la variété M.

Rappelons que ’on appelle support d’une fonction y, ’ensemble {x; x(z) # 0}. On le
note Supp(x).

Soient {2; et K; les ensembles bornés suivants :

Q; = {(h(z), Ly(h)(z),.. .,L;_l(h)(x)) , z€Q}CR
K;j = {(h(x), Ly(h)(x),.... L} '(h)(x)); z€K}CR

et x; : R = [0,1], des fonctions scalaire C* de support Supp(x;) C €2, telles que :

Xj(é-l; . 76]) =1 Si (61, . ,6]) € K] (1211)

Définissons alors les champs f, et g, de la maniére suivante :

Ly, (L5 (h)) = Ly (h) pourfSESn =2 )y 1)
Ly (L5H(R) = xu(hy ..., LY H(R)) L (R)
iE{l,---ap}7jE{17"'7n} (1.2.13)

Ly, (L} ' (h) = xj(hy ., T} (W) Ly, (L} (h))

Les champs f. et g., sont bien uniquement déterminés par les équations (1.2.12) et (1.2.13),
car elles peuvent s’exprimer sous la forme :

Lg(h)(x)
13J0) :
—| felz) =
Oz |, Ly (h)(x)
Xn(h(2), ..., Ly (h)(2)) L} (h) ()
x1(h(z)) Ly, (h)(z)
26 < | DL o

Xa(h(@), .., L} (h)(2)) Ly, (L} (h))(2)

et on vérifie aisément que sur €2, et donc sur le compact K, les champs f. et g.; sont
respectivement confondus avec les champs f et g;.

On peut donc considérer le systéme :

T = fe(x)+Zuigei(x) (1.2.15a)

y = hz) (1.2.15b)
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Aprés le changement de coordonnées & = ¢(x), le systéme (1.2.15) s’écrit, sous la forme
canonique :

é = A§+fe(§)+zuig~ei(§) (1.2.16&)
i=1
y = C¢ (1.2.16b)

avec A et C' donnés par les équations (1.2.5)-(1.2.6) et :

0 x1(&1)dir (61)
fe(f) _ 0 ’ gfei(f) _ X2(§1,§2):9z'2(§1,§2) (1‘2‘17)
Xn(g)fn(g) Xn(g)gin(glag%---agn)

ot les fonctions fej et ge,, sont C* a support compact et donc globalement lipschitz en
leurs arguments.

c. L’observateur a grand gain

Tous les éléments sont désormais en place pour montrer le théoréme suivant :

Théoréme 1.2.3 (Gauthier et al. [1992]). Si le systeme (1.2.7) vérifie les hypothéses
1.2.2, alors l'observateur :

~

£ = AL+ [o(O) + D wige(§) — 8, ' CT(CE—y) (1.2.18)
=1

ot Sy est la matrice symétrique définie positive solution de [’équation algébrique de Ricatti :
0Sy + ATSy + SyA =CTC (1.2.19)

est, pour 0 suffisamment grand, exponentiel pour le systéeme (1.2.16), quelque soit l’entrée
u vérifiant Uhypotheése 1.2.2.(1).
Dans le systéme de coordonnées d’origine, ['observateur (1.2.18) s’écrit sous la forme :

= fe(@) + Y wige(#) = @u(2)7185 ' CT (W) ~ y) (1.2.20)

Dans le cas ot M est un ouvert de R", ®, s’exprime sous la forme :

_ 9

() = ox

T

Dans le cas ou M est une variété au sens général, il est nécessaire de doter Ml d’un systeme
de coordonnées approprié pour expliciter ,.
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d. Preuve du théoréme 1.2.3

Malgré ’extension du systéme légérement différente de celle effectuée habituellement,
la preuve donnée ici est identique a celle proposée par Gauthier et al. [1992|. Soient
e =¢— et e =Ageou Ag:=diag(y,..., 7). La dynamique de e s'¢écrit :

=0(A—S7'CTC) e+ Ag (Ao, uw) — Aclé w)
oll on a posé Sy = Sy avec # =1, et :

pfl uigeil (6)
Ao(€,u) = = uigeiz(g) (1.2.21)
feu (&) + Zz | ibes, (§)

On remarquera que comme f, et ge, sont globalement lipschitz et que les commandes sont
uniformément bornées, A, est également globalement lipschitz.

En posant V :=¢7'S e, on obtient :
V = 26T516:
= 278, [9 (A= S,10TC) e+ Ay (Ae(é, u) — Ae(€, u))]
= —0V —TCTCe + 257917 (Ae(f, u) — Ao (€, u))

< oV 2V (e aeten) s B (e aeew)]  (L2.22)

inégalité de
Schwartz

En utilisant la structure triangulaire de A, et le fait qu’elle soit global lipschitz, on peut
montrer que :

\/ (26 (AcEa)—Ac(e)]  S1[Ag (M) -Ac(ew)] < K [le]]

k
< —VV
o Amin(Sl)

ou k est une constante ne dépendant pas de 6 et Apin(S1) est la plus petite valeur propre
de S;. L’inégalité (1.2.22) devient donc :

. 2k
V < —(6-——— )V
N < )‘min(Sl))

Cette derniére inégalité nous donne clairement la convergence exponentielle de V' si # est
choisi suffisamment grand, faisant de I'observateur (1.2.18), un observateur exponentiel
du systéme (1.2.7).
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1.3 Synthése d’observateur pour les systémes implicites

Nous allons ici présenter notre contribution & la conception d’observateurs pour les
systémes partiellement implicites. Ce probléme se traduit en fait comme un probléme
d’observation d'un systéme évoluant sur une variété. Le premier paragraphe a pour objectif
de présenter quelques solutions possibles a ce probléme et notamment le grand gain sur
lequel nous nous pencherons plus en détail. Cette présentation nous ameénera a souligner
les problémes attenants a ces solutions. Le second paragraphe est consacré a I’'observateur
proposé et a la preuve de sa convergence.

1.3.1 Position du probléme

Nous nous intéressons maintenant aux systémes non linéaires partiellement implicites
de la forme :

= folz,p) + Zuifi(xap)
i=1

J = hp) (1.3.1)
p(x,p) =0
oit (z,p) € R* x R? et les champs f; sont supposés C*. Soit :
M := {(z,p) € R* x R, tels que : ¢(z,p) =0} (1.3.2)
On suppose que 'application ¢ : R” x R — R? est C* et vérifie :
g—i y de rang plein en tout point de M (1.3.3)

En pratique, 'intégration de tels systémes nécessite 1'utilisation de méthodes permet-
tant d’expliciter . Cela peut prendre par exemple la forme d’une routine de type ODE
couplée avec une procédure d’optimisation. Quelque soit la méthode utilisée, 'hypothése
(1.3.3) est nécessaire. Elle signifie uniquement que, pour x donné, I’équation p(z,p) = 0
admet localement une solution p unique (on pourra se référer au théoréme des fonctions
implicites).

On suppose que le systéme (1.3.1) vérifie les hypothéses 1.2.2. Sous les hypothéses ci-
dessus, M est une variété de dimension 7, plongée dans R"*¢ ; la théorie des observateurs
a grand gain exposée au paragraphe 1.2.3.2 peut s’appliquer.

En posant z := (2), le systéme (1.3.1) peut s’écrire, en terme dévolution sur la variété
M, sous la forme :

;o= Fo(z)—i—ZuiFi(z)

J = B (1.3.4)
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y y

avec

)1 ( 0<i<p (1.3.5)
T,p

(1.3.6)

Similairement a ce que nous avons fait dans le paragraphe 1.2.3.2.b, nous pouvons
prolonger les champs F; de maniére a les rendre global lipschitz sur la variété M. On appelle
F,, ces champs étendus. Le systéme (1.3.4) a, sur le compact K, le méme comportement
dynamique que le systéme :

p
z = Feo(z) + ZuiFei(z)
i=1

(1.3.7)
y = h(z)
zeM
Aprés le changement de coordonnées :
n— T n
¢ = ¢(2) = (h(2), Li,(h)(2), ..., Ly (h)(2))” € R
le systéme (1.3.7) s’écrit sous la forme :
. ~ p ~
£ = AL+ F, (0 + ) uiFe(€
OEINAL o)

y = ¢
D’aprés le théoréme 1.2.1, un observateur a grand gain pour le systéme (1.3.8) est :
~ ~ ~ ~ P ~ ~ ~
£ = AL+ P () + > wh, (&) - S, CT(CE—y) (1.3.9)
i=1
Dans le systéme de coordonnées d’origine, l'observateur (1.3.9) devient :
‘ p
Zo= Fy(5)+ ) wiF,(2) — 2.(2)7'S; CT (h(2) — y) (1.3.10)

=1

En notant que x est un systéme de coordonnée de la variété M, on peut calculer que :
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et en explicitant = et p dans I’équation (1.3.10) on obtient :

=>
Il

-1
) Sy 'CT(h(E, p) — y)
z,p

( ‘ ad)
feo + Zuzfez (ax
/.3 - geo(faﬁ) +Zuigei(i",f)) (1.3.11)

=1
—1
Ay
N ox
&,p

" (g_cﬁ ; @,ﬁ) (% :i:,ﬁ) B Sy ' CT(h(#,p) = y)

La convergence de l’observateur (1.3.11) n’est garantie que si Z évolue sur la variété
M. Or p est obtenu en intégrant "en boucle ouverte"” sur la variété; en effet, on a :

[ ’la_go ;
7 T\, oz |, ,

Par conséquent, I’observateur (1.3.11) ne sera pas robuste vis a vis :

— des erreurs d’initialisation

— d’incertitudes de modéle
qui risquent de se propager et amener 2 a s’éloigner le la variété M. Sur la figure 1.1 est re-
présentée une trajectoire 21 3.11)(.; 2, u) typique de ce qui peut survenir avec I'observateur
(1.3.11) si l'initialisation se fait en 2, ¢ M, proche de 2, € ML

Une alternative consisterait a utiliser des méthodes d’optimisation pour inverser ponc-
tuellement ¢ et ainsi forcer Z a rester sur la variété. Par exemple, on peut se fixer une
période d’échantillonnage T' et estimer x entre kT et (k + 1)T en utilisant I’observateur :

8-
Il

feo (:%7 ﬁ(kT)) + Zuifei (‘%7 ﬁ(kT))

. (e
ox 1%,p

m)> B SJJCT(h(i", p(kT)) — ) (1.3.12)

p(&(kT), p(kT)) = 0

\

On répeéte ensuite ce schéma a chaque instant d’échantillonnage. Ici aussi, les erreurs
résultants du fait que p est considéré constant sur les intervalles [KT), (k + 1)T'[, peuvent
faire diverger un tel observateur, bien que Z reste sur la variété (ou tout du moins dans
un voisinage proche). C’est ce qu’illustre la trajectoire 2 3.12)(.; 20, u) représentée sur la
figure 1.1.

Quelque soit la méthode utilisée, on ne peut garantir la convergence de 1’observateur.
Notre objectif a donc consisté a modifier ’observateur (1.3.11) afin de le "robustifier” dans
un voisinage de la variété M afin de garantir une convergence pour toute initialisation dans
un voisinage tubulaire de celle-ci. C’est ce point que nous développons au paragraphe 1.3.2
ci-dessous.
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Z(, 20, U)
SRR Z(13.11) (5 20, 1)
................... 2(1'3'12) (, 20, U)

Figure 1.1 — Divergence des observateurs sur les systémes implicites

1.3.2 Un observateur a grand gain pour une classe de systémes
implicites
Rappelons que nous considérons ici le systéme :

T = folx,p)+ Zuifi(ﬂﬁap)
J = hio.p) (1.3.13)
p(z,p) =0

ol (x,p) € R* x RY, les champs f; sont supposés C* et la variété M := {(z,p) € R* x
R?, o(z, p) = 0} est telle que g—‘;’ est inversible en tout point de M :

0
8—<p de rang plein en tout point de M (1.3.14)
Plep

En terme d’évolution sur la variété, le systéme (1.3.13) s’écrit sous la forme :

i = Fo(z)—i—ZuiFi(z)

y = h) (1.3.15)

ou les champs F; sont donnés par les équations (1.3.5).
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1.3.2.1 Hypothéses et énoncé du résultat

Hypotheéses 1.3.1. On suppose que le systeme (1.5.13) vérifie les hypotheses suivantes :

1. 1l existe deux compacts Ko C K C M et un réel u,, tel que pour zg € Kq et toute
commande u € LY vérifiant esssup,cp+ [|u(t)|| < um, les trajectoires z(.; z,u) du
systeme (1.3.13) restent dans K.

2. L’application :
0 T
oz — (h(z), Lg,(h)(2),..., Ly, 1(h)(z))
est un difféomorphisme d’un ouvert borné Q0 contenant K de la variété dans ¢(2) C
R".

3. Pour j=0,....,.n—1,1=1,...,p, on a, sur la variétée M :
dLp, LY, (h) A dL7, (h) AdLj (h) A+ -+ Adh =0

ou N\ désigne le produit extérieur.

Remarque 1.3.1. Les hypothéses 1.3.1.(2) et 1.3.1.(3) traduisent 'uniforme observabi-
lité du systéme sur la variété M.

L’hypothése 1.3.1.(2) associée au théoréme des fonctions implicites nous donne I'exis-
tence d’un voisinage tubulaire Ty de la variété M tel que le changement de coordonnées :

6: 2z = (M2), Liy(h)(2), ..., Lin {(h)(2), 0(2)) "

soit un diffeomorphisme de Ty dans un ouvert de R**¢. La figure 1.2 illustre ce changement
de coordonnées.

Pour j € {1,...,n}, on rappelle que :

= {(h(2), Ly () (2),..., L}y " (W)(2)) , =z € 2}
= {(h(2),Lr,()(2),..., L}y ' (R)(2)), z€ K}
et que les fonctions x; sont des fonctions scalaires C* de support Supp(x;) inclus dans

2; et valant 1 sur K;. On prolonge les champs F; de maniére a les rendre lipschitz en
posant :

Ly (h)(2)
53 Ly, '(h)(2)
5, | Fal2) = | xu(h(2),..., L, (h)(2)) Ly, (h)(2)
: 0
0
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Rd

{(&,m), n=cste}

Figure 1.2 — Illustration du difféomorphisme gzuﬁ

w1 (h(2) L (1) (2)
xa(h(2), Ly (h) () L, (L (1)) (2)
Wl Fu@) = | xalh(o o, Ly ) L (L (D))
z 0
0

On peut alors considérer le systéme équivalent sur le compact K :

p
z = Feo(z) + ZuiFei(Z)
=1

y = h(2) (1.3.16)
zeM
qui, aprés le changement de coordonnées ¢ := é(z), s’écrit :
p
£ = AL+ fol&m) + D uife(n)
P = (1.3.17)
y = ¢

ou :
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— T
—onag= (f]), avec & := (h(z),LFO(h)(z), oo L 1(h)(z)) et n:= p(2),
— Les matrices A et C' ont les structures (1.2.5) et (1.2.6),
— on a poseé :

feo (c) =
0

Ly, (M) (¢7(<))

— par I'hypothése 1.3.1.(2), les champs fei ont, dés lors que ¢ est sur la variété,
la structure triangulaire suivante :
Vie{l,...,p},Vje{l,...,n}, Vs €M,
foy(§) = o5t 0) (13.18)
Avec les différentes définitions et notations précédentes, notre résultat est le suivant :

Théoréme 1.3.2. Si le systeme (1.3.13) vérifie les hypothéses 1.3.1, alors, pour tout
compact Ko de R il existe 0 et Q tel que, pour toute initialisation { = (&, 7o) dans
Ko T, le systéme :

Iy
Il

AL+ feo (61 +Zuzﬂlf — 5,1C"T(CE —y)
—Qn

(1.3.19)

-
Il

soit un observateur exponentiel du systéeme (1.3.17), quelque soit l'entrée u vérifiant [’hy-
pothése 1.3.1.(1) et avec Sy solution de I’équation algébrique de Ricatti :

0Sy + ATSy + SyA =CTC (1.3.20)

Dans le repére d’origine, l'observateur (1.3.19) s’écrit sous la forme :

. -1

: 9

T o= feo(@ —l—Zu,fel (ai ) Sy CT(h(z, p) — y)

&,p
-1 -1
1/ =- (g_ﬁ m,,) ( 5 m,,) [feo +Zuzfel & p] < p) Op(, p) (1.3:21)
-1 _

| F(%,) (L) (21,) " s 06 -

Remarque 1.3.2. L’observateur (1.3.21) ne fait intervenir que le jacobien du difféeomor-
phisme ¢, et par conséquent, il n’impose aucunement d’expliciter la relation ¢(zx, p) = 0.
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1.3.2.2 Preuve du théoréme 1.3.2

Comme dans le cas du grand gain, la preuve fait appel a des arguments de type
Lyapounov. On pose a nouveau e = § — € et € = Age avec Ay := diag(s, ..., 7). Soient :

Vi=el'Sie, Vori=ntQn et V=Vi+V,

On alors :
V=Vi+V
= 278 |0(A—SICTO)e + Ay (Ae(g, ) — A (€,0, u))] — 277
o —0V; — eCTCe + 27912y (Ae(é, i, u) — A(€,0, u)) — 23Ty (1.3.22)
avec :

p
Ae(€m,u) = fen(Em) + D uife, (1)

i=1

Le probléme ici est que A, n’a la structure triangulaire ailleurs que sur la variété. Autant
on sait que l’état (g) du systéme évolue sur la variété, autant on ne peut supposer de

méme pour (5) En écrivant :

~

Ae(éa 777 'LL) - Ae(ga 07 ’LL) = Ae(év fla U) - Ae(ga 07 'LL) + Ae(éa 07 U) - Ae(ga 07 'LL)
'inégalité (1.3.22) devient :

1 = —0V, —eCTCe + 279, A

/N

Ae(éa 07 ’LL) - Ae(é-a 07 U))
_QﬁTQT] + 25TSIA9 (Ae(ga 777 U,) - Ae(éa 07 U))

= —0Vi +2y/ V) \/ (2 (Ae(€,0,0)~Ae(€,0,0))] " S1[Ag (Ae(€.0,u)—Ac(€,0,0))]
inégalité de
Schwartz

—2V5 + 24/ Vl\/ [20(Ae(Eiu)~Ac(€,0))]" S1[Ag (Ae(Ein) - Ac(E,0,0))] (1.3.23)

Les points (g) et (g) sont sur la variété. En conséquence, en utilisant :
— la structure triangulaire (1.3.18),
— le fait que les commandes sont uniformément bornées de par I’hypothése 1.3.1.(1),
— le fait que par construction des champs Fe,, (&1,...,&) — A (61, - .., &, u) sont
globalement lipschitz en (&, ...,&))
on obtient, exactement comme dans le cas de 'observateur a grand gain classique présenté
au paragraphe 1.2.3.2.d page 112 :

\/[Ag(Ae(é,O,u)fAe(.g,O,u))]TSI[Ag(Ae(é,o,u)fAe(g,O,u))] < kel

k
S'ﬂﬂﬁ¢ﬁ (1.3.24)
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Tant que la fonction de Lyapounov V' est décroissante et comme ¢ reste dans le compact
qS(K) ¢ reste également dans un compact K de R qui dépend de K et de la valeur de
V' a 'initialisation. En conséquence, on a :

\/I:AG (Ae(érﬁau)fAE(é:oau))]Tsl I:A9 (Ae(érﬁru)fAe(éro’u))] S )‘max(sﬂ)k, ||7/7||

k' Amax(Sp)
< m\/@ (1.3.25)

En utilisant les inégalités (1.3.24) et (1.3.25) dans l'inégalité (1.3.23), on obtient :

. 2k 2k Amax ( S
Vo< [0 — )V, 21, 4 T imax o0 ) VNV, (1.3.26)
)\min(SI) )\mln
Il suffit alors de choisir 6 tel que 6 — -2?51) =:0 > 0, puis 2 = wl avec w vérifiant :
kl)\max(SG)

w >

V2

pour garantir que :

Vo< (VA4 Van)

IN

min(¢ ( i+ )
< m1n(5,2)V

Cette derniére inégalité nous permet de conclure a la convergence exponentielle de 1’ob-
servateur.

Enfin, on retrouve la forme (1.3.21) simplement en appliquant é‘l et en remarquant
que :

et, par conséquent :

1.4 Conclusion

Apreés un bref paragraphe rappelant les principales définitions et résultats, nous avons
souligné les problémes survenant lorsque les observateurs classiques étaient appliqués a
des systémes évoluant dans une variété plongée. Ce cas recouvre celui des systémes dont
une partie de I’état est donnée par une relation implicite reliant les états entre eux. Par-
tant uniquement d'une hypothése d’uniforme observabilité sur la variété, nous proposons
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un observateur de type grand gain permettant d’estimer les états du systéme sans expli-
citer la relation implicite. Cet observateur posséde a la fois une convergence semi-globale
dans les directions "paralléles” a la variété et un attractivité exponentielle dans un voi-
sinage tubulaire de la variété. Les performances de I'observateur a grand gain sont ainsi
conservées tout en augmentant la robustesse du schéma vis a vis d’éventuelles erreurs ou
perturbations.
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Conclusion générale
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Conclusion générale

Dans la premiére partie ce mémoire, nous avons présenté nos résultats portant sur la
stabilisation des systémes non linéaires et notamment sur le lien entre controlabilité et
stabilisabilité asymptotique.

Aprés un premier chapitre de rappels sur la théorie de la stabilité au sens de Lyapounov
et les notions de controlabilité et de stabilisabilité, nous présentons dans le second chapitre
une loi de commande stabilisante pour les systémes non linéaires affines en la commande.
Basée sur une équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman a contrainte d’inégalité finale, la loi de
commande prend la forme d’un retour d’état dynamique discontinu. Notre approche est
une alternative aux méthodes habituellement utilisées (principalement les retours d’état
temps variant) pour stabiliser les systémes ne vérifiant pas les conditions de Brockett.

Des simulations sur des exemples ont été effectuées, notamment sur un systéme ne
vérifiant pas les conditions de Brockett et, par conséquent, non stabilisable par un retour
d’état C'.

Dans le second chapitre, nous nous sommes plus spécifiquement intéressés a la relation
existant entre les trajectoires en boucle ouverte, telles que les états du systémes tendent
asymptotiquement vers l'origine, et la possibilité éventuelle de réaliser un retour d’état
stabilisant. Ce travail se scinde en deux parties principales.

Dans la premiére, nous avons construit, & partir d’une simple hypothése de controla-
bilité asymptotique, un retour d’état stabilisant. Le schéma adopté est le continu discret.
Notre approche donne un résultat similaire a celui obtenu par Clarke et al. [1997]. Il
présente cependant I'avantage d’aboutir, pour une période d’échantillonnage fixée, & une
stabilisation asymptotique, alors que I’approche proposée par Clarke et al. [1997| et basée
sur les fonctions de Lyapounov, ne peut garantir, dans ce cas, qu'une stabilisation pra-
tique.

Dans la seconde partie, nous nous intéressés a certaines conditions des trajectoires en
boucle ouverte qui permettent, lorsqu’elles sont vérifiées, de construire un retour d’état
stabilisant. Pour une classe de systémes non linéaires, incluant, notamment, les systémes
différentiellement plats et les systémes chainés, nous proposons une stabilisation numé-
rique basée sur les conditions précédentes. Sur les systémes appartenant a cette classe, on
peut exhiber une structure triangulaire qui permet une implémentation numérique effi-
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cace par rapport aux autres techniques basées sur I’horizon fuyant. Cette méthode nous a
permis, entre autres, de stabiliser I’attitude d’un satellite dont a seulement deux moteurs.

Les suites a donner a se travail sont multiples. Tout d’abord, il serait intéressant de
stabiliser par le retour d’état présenté au chapitre 2 un systéme non stabilisable par un
retour d’état continu car rien n’indique que cela ne soit pas faisable. Plus généralement,
la conception de retours d’état dynamiques (continus ou non) reste largement a explorer.
En effet, 'apport d’'une dynamique, bien connue dans le cas des retours de sortie ol
elle sert a la reconstruction de I’état (observateur), est peu utilisée pour un objectif de
stabilisation. Ensuite, il semblerait intéressant d’explorer la robustesse, aussi bien, du
retour d’état (3.2.14) proposé dans la premiére partie du chapitre, que de la méthode
numérique proposée en seconde partie. Tous les deux semblent pouvoir tirer une certaine
robustesse de la continuité du champ f. Ce point la reste & approfondir.

La seconde partie de ce travail a porté sur 'observation des systémes non linéaires
partiellement implicites. Ce probléme est en fait un probléme d’observation d’un systéme
dont les états évoluent sur une variété. Une généralisation de 'observateur a grand gain
pour ce genre de systémes a été donnée. Elle garantit la convergence de ’'observateur en
particulier dans le cas ou l'initialisation ne se fait pas exactement sur la variété, ce qui
n’est pas le cas de I'observateur a grand gain classique. Elle permet également d’éviter
d’expliciter la relation implicite.

Les suites a donner a cette partie portant sur l'observation sont multiples. Tout
d’abord, il semble nécessaire de réaliser quelques simulations sur des exemples plus ou
moins académiques afin de mieux appréhender le comportement de cet observateur. En-
suite, il semble étre relativement simple de transposer ce résultat a la commande. D’une
étre une maniére de prendre en compte des contraintes dans la conception d’une loi de
commande, comme par exemple la commande optimale.
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Annexe A

Preuve du lemme 3.2.4

Rappelons que cette preuve se déroule en quatre points de la maniére suivante :

1. Dans un premier temps, nous allons établir que le systéme (A.0.1) admet une stra-
tégie de commande stabilisante bornée v a partir du moment ou il est asymptoti-
quement controlable.

2. Ceci nous permettra, pour tout R > 0, de définir une fonction "gabarit” A g, vérifiant
les points (3), (4) et (5) du lemme 3.2.4.

3. Ensuite, en fixant R = R, le lemme de Massera [1949, lemme 12| nous don-
nera une fonction G, vérifiant le point (1) du lemme 3.2.4. et telle que 'intégrale
+0o0
Jo 7 G(Ag(7))dr converge.

4. Pour conclure, nous vérifierons que, pour tout R, l'intégrale f0+°° G(Ag(7))dT est
effectivement convergente.

Existence de v :

En appliquant, le théoréme 3.2.1, on sait qu’il existe un retour d’état x pour lequel,
pour tout R > r > 0, il existe M(R) > 0, T(R,r) > 0, 6(R,r) et une partition 7(R, ) de
diamétre supérieur d(m) < 6(R, ), tels que l'on ait :

— (trajectoire bornée) Vo € B(R), Vt > 0, xxpn(t;z,x) € B(M(R)),

— (attractivité) Vo € B(R), Vt > T(R,7), z(rn(t;z, k) € B(r),

— (stabilité) Il{ig%) M(R) = 0.

De plus, de par la remarque 3.2.1, pour tout compact X de R" et tout = € X
K(Tx(ry)(t; 2, K)) est dans un compact Uy x) ne dépendant que de X,

Pour simplifier les notations, nous notons 7, := 7(||z||, HQLH), une partition telle que

d(my) < §(||z]|, @) On définit la stratégie de commande suivante :

w(z,t) =k (g, (t; x,K)) t € [ti, tiy1] (A.0.1)
Pour tout z € R*, on a :

x(t;zyw(z,.)) = (62, k) pour tout t > 0
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L’application de la stratégie de commande w au systéme donne une trajectoire en boucle
ouverte z(t;x,w(x,.)) identique a la w-trajectoire en boucle fermée x. (t;z, k). Pour
tout z, on est donc assuré de rejoindre la boule B(”I”) en en temps inférieur ou égal

aT(lz|, HI”) On notera que w(z, .), bien que déduite d’une partition 7., est une trajec-
toire en boucle ouverte ne faisant pas intervenir de partition. Pour obtenir une stratégie de
commande bornée qui soit stabilisante, il reste donc a obtenir une attractivité de l'origine ;
pour cela, il suffit d’appliquer w de maniére "répétitive”.

Pour tout x € R, on définit :

To =T

Trpr = T (G (l|2]]); 2, wlg, )

oll on a poseé :

[l ]
(el == 220 Ty (4.02)
tr(||x||) est le temps nécessaire pour aller d'un état de norme ”2:”—“ a un état de norme

inférieure a Q‘Lﬁ”l. Soulignons que #x(||z||) n’a rien & voir avec une quelconque partition.

Pour tout ¢ > 0 et tout R > 0, on définit alors k%, et T} par :

0 sit <ty(R)

Ky = 17uniq;1e entier k tkeilque : St > to(R) (A.0.3)
t €)X im0 ti(R), 22550 ti(R)]
0 it <ty(R

T: = 1< to(R) (A.0.4)

SRt (R) sit > to(R)

On définit alors la stratégie de commande v :

w(w,t) pour ¢ < to(|z[])

v(z,t) = . . (A.0.5)
w <a: (T\|z||; xkﬁm”,v(xkﬁmu, )) b= TII@‘H) pour t > to(||z]])

Pour tout z € R", la commande en boucle ouverte v(z,.) donne a la trajectoire
z(.;x,v(z,.)) Vallure générique représentée sur la figure A.1.

Notons que pour tout k, Zj o ti(||x]|) est le temps nécessaire pour aller de x a un état
H ||

de norme inférieure a pour ne plus ressortir de la boule de rayon M(”ﬁ”).

On peut alors facilement vérifier que v est une stratégie de commande stabilisante
bornée pour le systéme (A.0.1), ce qui nous donne le premier des quatre points constituant
la preuve. Pour tout couple R > r > 0, il existe M,(R) := M(R) > 0 et T,(R,r) tel que :

1. lim M,(R) = lim M(R) =0,
R—0 R—0
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Figure A.1 — Comportement générique de z(.;z,v(x,.))

2. Vx € B(R), ¥Vt >0, z(t;x,v(x,.)) € B(M,(R)) = B(M(R)),
3. Vx € B(R), YVt > T,(r,R), z(t;z,v(x,.)) € B(r).

La suite en est une preuve. Soit ng, le plus petit entier tel que M(an) < r. Simi-
lairement, pour tout z € B(R)\B(5% ), on définit n, comme le plus petit entier tel

que M(M) < r. On notera que x € B(R) implique que n, < ng. Ainsi, on a :

o
(&
vt > Z (), etz v(@, DI < MIGT) <7
En remarquant que, toute trajectoire, issue d’une condition initiale dans B(an)
reste dans B(r), il suffit de borner Z?iol tj([|=]) pour z € B(R)\B(5%) pour
conclure :
=g (Nl D]
Z £ Il (A4.02) Z T (7’ 2J'+1>
j=0 7=0
ng—1
g” R R
< ZT@W) = (”w—l)T<R’W>
=0
R
S (TLR - ]_) T R, W = TU(T', R) (AOG)

On notera que T, (r, R) dépend de r au travers de ng.

. Pour tout compact X de R”, la commande v(z, .) vérifiant les deux points précédents
est dans un compact U presque partout car le retour d’état x vérifie cette propriété
héritée du théoréme 3.2.2.
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On remarque que I’on obtient en fait le résultat suivant : un systéme asymptotiquement
controlable est, en quelque sorte, "asymptotiquement fortement contrélable”. En effet,
I’existence d’une stratégie de commande stabilisante bornée peut étre interprétée comme
une controlabilité asymptotique forte; il existe la méme analogie entre les définitions
3.2.9 et 3.2.5 qu’entre les définitions 1.2.4 de la stabilité asymptotique forte et 1.2.3 de la
stabilité asymptotique : dans les deux cas, c’est une propriété de bornitude uniforme de
la trajectoire par rapport a la condition initiale qui est ajoutée.

Définition de Ap :

5
<
/

Y

A A

Y

Figure A.2 — Illustration de la fonction Ay

La figure A.2 illustre la construction qui va suivre. Soit R > 0, un rayon fixé. Soit la
fonction A\j : RT — R* définie de la maniére suivante :

Ag(t) = M,(R) pourte [O,Tv (R, 123)} (A.0.7)
’ M, () pour t € ]T,(R, £).T,(R. 5]

Comme, v est une stratégie de commande stabilisante bornée, pour tout = € B(R) et
t>0,onax(t;z,v(r,.)) € BAz((t)).
On étend a tout R > 0 en définissant la fonction Ag, par :
ARl Rt — R
{ M,(R) pour t € [O,TU(R,
t —
Ap(t —T,(R, %)) pourt>T,(R, <)
t — min (M,(R), \g(t)) siR<R

o=

)[ si R> R (A.0.8)

o=
o=

(A.0.9)
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Pour tout R < R et x € B(R), on sait que pour tout ¢t > 0, z(t;z,v(z,.)) € B(Az(t)).
Mais également, par construction de v, que z(t;x,v(z,.)) € M,(R). Ces deux éléments
nous permettent donc de déduire que, pour tout R < R tout = € B(R) et tout ¢ > 0, on

a x(t;z,v(z,.)) € B(Ag(t)).

Pour tout R > R et z dans le disque D(R, R), il existe un entier k, tel que T}, :=
Zk”” ti(||lz])) € [Tw(R, R), T,(R, 2)] et z(Ty,; 7, v(x,.)) € B(R) (avec t(||z||) défini par
lequatlon (A.0.2)). Or, par définition de v, on a :

20, o (2 (T2, 0(2,)), 0 (@ (T 20(@, ) ) Sl (E+ T2, v(, )]

Par conséquent, pour tout ¢ > T, (R, <), on a :

lz (&2, v(@, )] < Aplt—Tk,)
(A.0.7)

<  Ap <t - T, (R, g)) car A\j est décroissante (A.0.10)

En combinant 'équation (A.0.10) avec le fait que pour tout z € B(R) et tout ¢ > 0,
z(t;z,v(z,.)) € B(M,(R)), on obtient bien le point (5) du lemme 3.2.4 : pour tout R > 0,
tout x € B(R) et tout ¢ > 0, on a x(t;z,v(z,.)) € B(Ag(t)).

La décroissance de Ap et le point (3) du lemme 3.2.4 sont évidentes. Le point (4)
du lemme 3.2.4 découle directement du fait que, par construction, Ag(0) < M,(R) avec
limR_m Mv (R) = 0.

Obtention de G :

Aj est une fonction strictement positive telle que, pour tout ¢ > 0, lim;_,o, Ag(¢) = 0
car limg_,0 M(R) = 0. En appliquant le lemme de Massera [1949, lemme 12|, il existe
G de classe K de dérivée g également de classe K telle que l'intégrale 0+°° G (Ap(7))dr
converge.

Convergence de I'intégrale [~ G(Ag(7))dr

Pour conclure, il suffit donc maintenant de vérifier que, pour tout R > 0, 'intégrale
o0
Jo” G(Ag(7))dr est convergente.

Ce point est relativement immédiat car nous savons que fo G (Ag(T)) dT est conver-
gente Pour R < R, Ag(t) = Mi(t), on a également dans ce cas que l'intégrale

0 * G (Ag(7)) dr est convergente. Pour R > R, on a :

+00 Tv(R,E) +00
G (Agr(7))dr = /0 G(AR(T))dT+/ G (Ag(r))dr

V(R,)

_ /OTU(R,g)G(AR(T))dT+/0+OOG()\R(T))dT

0

et donc, Dintégrale [ G(Ag(7))dr est convergente, ce qui clos la preuve du lemme 3.2.4.
|
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Annexe B

Principales notations utilisées dans la

preuve du lemme 3.2.5

K Retour d’état stabilisant proposé. Lemme 3.2.5 page
68
Ni(r, R) Nombre d’instant d’échantillonnage tel que, pour | Equation (3.2.28)
toute partition m = (t;);en vérifiant d(m) > 4§, | page 72
on ait N (b ny oy K) > T (552, K) deés lors que
z(t;;x, K) € D(r, R).
r Primitive de G, s’annulant a l'origine. Equation (3.2.17)
page 69
ng ng = xellrgl(fR) Ny Page 68
Agr Fonction gabarit telle que, pour tout R, tout x € | Equations (A.0.8)
B(R) et tout t > 0, ||z(t; z,v(x,.))|| < Ar(t). Ag | et (A.0.9) page
est définie & partir de \p 130
m(r) m(r) = inf{m € Z; B(M(%)) C B(r)} Equation (3.2.30)
page 72
f0+°° G(Agr(7))dr | Majorant de W (z) dés lors que = € B(R)et donc | Equation (3.2.26)
en particulier si x € D(r, R). page 71
Wonin (1) Minorant de W (z) dés lors que = ¢ B(r) et donc | Equation (3.2.27)
en particulier si x € D(r, R) page 72
Trnaz (1, R) Temps tel que, pour tout ¢ > T4 (r, R), on a : | Page 73

AR(t) S T
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Résumé

La premiére partie de ce travail de thése porte sur la stabilisation des systémes non li-
néaires par commande & horizon fuyant. Nous proposons tout d’abord un retour d’état
discontinu et dynamique basé sur une équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman permettant la
stabilisation des systémes non linéaires ne vérifiant pas les conditions de Brockett. Nous
abordons ensuite le lien entre controlabilité asymptotique et stabilisabilité dans le cas des
systémes non linéaires. Nous établissons qu’un systéme asymptotiquement controlable
est stabilisable par un retour d’état en temps continu-discret, quelque soit la fréquence
d’échantillonnage a priori choisie. Nous poursuivons ensuite notre étude entre boucle ou-
verte et boucle fermée en mettant en évidence une propriété simple des trajectoires en
boucle ouverte permettant la synthése directe d’un retour d’état stabilisant. Cette pro-
priété est ensuite utilisée pour une mise en ceuvre numérique. Dans un soucis de perfor-
mance, la version numérique de ce retour d’état se limite a une classe, toutefois grande,
de systémes vérifiant une certaine structure triangulaire. Cette classe englobe notamment
les systémes différentiellement plats et les systémes chainés. De nombreux exemples sont
traités parmi lesquels, le probléme du controle de l'attitude d’un satellite a deux mo-
teurs. La seconde partie de ce travail de thése porte sur 'observation des systémes non
linéaires dont une partie des états est donnée par une relation implicite en fonction des
autres états. Ce probléme est en fait un probléme d’observation d’un systéme évoluant
sur une variété plongée. La plupart des observateurs habituels ne permettent pas d’ob-
server de maniére robuste vis a vis d’éventuelles erreurs ces systémes. En se basant sur
I’observateur a grand gain, nous proposons un observateur qui rend la variété localement
exponentiellement stable.

Mots clés : stabilisation, non linéaire, horizon fuyant, condition de Brockett, relation
controlabilité /stabilisabilité, continu-discret, observation, systémes implicites, grand gain

Abstract

The first part of this thesis work deals with the non linear stabilisation problem by
means of receding horizon control laws. A dynamic discontinuous feedback, based on
an Hamilton-Jacobi-Bellman equation with inequality final constraint and which enables
the stabilisation of non linear systems that fails to satisfy the Brockett’s necessary condi-
tions is first proposed. The relation between asymptotic controlability and stabilisability
in the non linear case is then treated. It is proved that an asymptotically controlable sys-
tem is stabilisable by means of a continuous-discrete time feedback, whatever an a priori
fixed sampling period. The relation between open-loop and closed-loop trajectories is then
further analysed and sufficient conditions on the open-loop trajectory that enable a di-
rect design of a stabilizing feedback are exhibited. These properties are then numerically
exploited. In a performance aim, the numeric implementation deals with a wide class of
systems showing off a specific triangular structure. This class contains among others the
differentially flat systems and the chained form systems. Numerous exemples are exposed
among which is the attitude control problem of a rigid spacecraft in failure mode. The
second part of this work deals with the observation problem when a part of the states is
given as a function of the rest of the states through an implicit relation. This problem
can be resumed in the observation problem of a system evolving in a immersed manifold.
Most of the usually used observers are unable to robustly observe these systems with
respect to eventual system errors. A generalisation of the high gain observer that renders
the manifold locally exponentially stable is proposed for this observation problem:.

Keywords : stabilisation, non linear, receding horizon, Brockett’s condition, controlabi-
lity /stabilisability relation, continuous-discrete, observation, implicit systems, high gain



